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Get article a pour origine deux exposes donnes par le second auteur a Varenna. 
Son contenu est cependant assez different de celui des exposes. II traite de certains 
aspects aritlimetiques du lien entre les varietes et les formes modulaires de Hilbert. 
Plusieurs points classiques ne sont pas abordes faute de temps : operateurs de 
Hecke, theorie de Serre-Tate. Par contre, cet article donne des details sur les com- 
pactifications toroi'dales de la variete abelienne de Hilbert-Blumenthal universelle 
(voir la partie 6), ainsi que plusieurs applications; la plupart, si elles sont peut-etre 
connues des experts, ne semblent pas figurer dans les publications sur ce theme; en 
particulier, celles relatives a la theorie de Hodge, aux formes de poids demi-entier 
et de Hilbert-Jacobi nous paraissent nouvelles. 

Nous avons grandement beneficie d'un seminaire sur ce sujet que nous avons 
organise au premier semestre 2001-02 a Paris 13. Nous tenons a en remercier tons 
les participants et en particulier G. Ghenevier, Y. Henrio, A. Mokrane, S. Morel 
et S. Rozensztajn. Nous voulons egalement remercier H. Hida, qui nous a eclaires 
sur plusieurs points de ce travail. Une partie de cet article a ete redigee alors 
que le second auteur sejournait a I'lnstitut de Mathematiques de I'Universite de 
Miinster dans le cadre de la SFB 478 sur I'invitation de G. Deninger. II a apprecie 
les excellentes conditions de travail et I'atmosphere cordiale qui y regnent. 

Nous avons divise notre travail en deux articles; ainsi ce texte est muni d'un 
compagnon [7] qui donne les details sur les compactifications (toroi'dales et min- 
imale) des varietes de Hilbert-Blumenthal en niveau ri(c, n), en particulier aux 
pointes ramifiees. L 'organisation du present article est la suivante : 
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1. Varietes modulaires de Hilbert 
analytiques 

References : [12] [34] 

Notations. Soit F un corps de nombres totalement reel de degrc d = dp, d'anneau 
des entiers o, de differente 3 et de discriminant Ap = Np'/q(c)). On note Jp = 
HomQ_aig.(-F, C) I'ensemble de ses plongements (reels). On abregera N = Np/Q. 

On se donne un groupe algebrique -D/q, intermediaire entre Gm/Q et ResQ Gm, 
connexe : 

Gm D ResQ Gm . 
On dcfinit le groupe algebrique G/q (resp. G^q) commc le produit fibre de D 

(resp. Gm) et de ResQ GL2 au-dessus de ResQ Gm- On a le diagramme cartesien 
suivant : 

Res^ SL2C ^ G*^ ^ G^ ^ Res,^ GL2 

I \ \ 

1<^ ^ Gm"^ ^ > ResQ Gm, 

oil la fleche u : Resq GL2 — > ResQ Gm est donnee par la norme reduite. 

Le sous-groupc de Borel standard de G, son radical unipotent et son tore max- 
imal standard sent notes B, U et T, respectivement. On pose Ti = T (1 ker{p). 

Pour toute Q-algebre R et pour tout groupe algebrique H sur Q, on note Hr 
le groupe de ses -R-points. 

Remarque 1.1. Dans toutes les applications le groupe G sera soit ResQGL2, 
soit G* . Nous avons prefere ne pas fixer G des le depart, car G* intervient dans 
I'etude geomAtrique des formes m,odulaires de Hilbert (le probleme de modules de 
varietes abeliennes de Hilbert associe a G* est representable : voir la partie 2), 
alors que Rcsq GL2 intervient dans I'etude arithmetique des formes modulaires 
de Hilbert (les varietes de Shimura associees a Rcsq GL2 ne sont en general que 
des espaces de modules grossiers, mais on connait I'existence de representations 
galoisiennes associees aux formes modulaires de Hilbert propres pour Res^ GL2;. 
Cette presentation a ete inspiree par [2]. 
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Le domaine symetrique hermitien Sjp. Soit {F (g) M)+ (resp. G^) la com- 
posante neutre de {F ^R)^ (resp. de Gr). Le groupc agit par homographies 

sur I'espace Sjp = {z G F (E) C \ ini(z) E (F (E) IR.)+} — -$3"'^, ou designe le 
demi-plan de Poincare (I'isoniorphisme etant donne par ^ (g) w i-^- (T(^)w)xejj^)- 
Posons i = (a/^, \/^) e iDF et /r+ = Stabc+(i). Alors G]J//r+ ^ Sjp, 

par g ^ g{i) d'mverse x + ly ^ \. ^ j K+. 

Via rinclusion ^i? ^ P^(i^ig)C), z i-^ ^ , Faction de Gg sur^i? est compatible 

avec Taction naturclle de Gc sur P^{F (g) C). 

Les points rationncls (F) du bord (F (g) M) de sont appcles Ics pointes. 

On pose 00= Q . Le groupc Gq agit transitivement sur I'ensemble des pointes. 

On a = StabG^,(^) et F\F) = Gq/Bq. 

On munit I'espace f)p = SjeU F^{F) de la topologie de Satake, donnee par : 

— la topologie usuelle sur Sjp, 

— pour toutc pointc C G ¥^{F), s'ecrivant C = 700 avec 7 G Gq, un systeme 
fondamental de voisinages ouverts de C est donne par les {"fWHjHev.^^ oil 

WH = {zeS)F I l[im{zr)>H}. 

T 

L'espace S^p est separe (mais pas localement compact!) pour cette topologie 
(voir [12] 1.2.9. ). 

Action de Gq sur les o-reseaux. Lc groupe Gq agit a gauche sur F^, par 
7 • {m,n) = {m,n)'-f^^, oii 7 G Gq et m, n G F. Soit Gq le sous-groupe de Gq 
forme des elements dont le determinant appartient au sous-groupe des elements 
totalement positifs de F^. Posons 0^ =0^ n F^. 

Pour tout ideal fractionnaire f de F on pose f* = f~^5~^. On a un accouplement 
parfait Tr p/q : f x f* — *■ Z. 

Soit L un o-reseau de F^; c'est un o-module projectif de rang deux, done il 

s'ecrit, quitte a changer la base de F^, comme F = e ® f*, avec e et f des ideaux 
fractionnaires de F. Le stabilisateur du reseau e ® f* dans Gq est egal a : 

G+(e ® f ) := {7 e G+l det(7) e 0$ } n (^°^ 

Lorsque G = G* (resp. G = Rcsq GL2), on ecrit SL(e® f ) (resp. GL+(e©f )), 
a la place de G+(e © f*). Notons que 0+ n Q = {!}, et done SL(e © f) est forme 
d'elements dont lc determinant vaut 1. 

Lemme 1.2. Dans la SL2{F)-orbite de tout o-reseau L de F^, il existe un 0- 
reseau de la forme © c*, avec c un ideal fractionnaire de F. 

Demonstration : II est clair que la SL2(F)-orbite de L contient au moins un 
reseau de la forme e © f*. Prenons a G e et c G fO satisfaisant ao + ctf* = t. 
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Par le theoreme de Bezout, il existe alors une matrice unimodulaire 



SL2(F) n ( £^ 1 et I'image de e ® f * par cette matrice vaut o ® c*, avec 



JO e" 

c* = ef*. L'ideal c* est canoniquement isomorphe a A^L et done ne depend pas de 
la matrice de passage unimodulaire particuliere choisie. □ 
En vertu de ce lemme, nous ne considererons par la suite que des o-reseau de 
la forme o ® c* , avec c un ideal fractionnaire de F. 

Remeirque 1.3. Considerons le cas oil G = ResQGL2. Alors I'application L i— > 
A^L induit une hijection entre I'ensemhle des Gq-orbites de o-reseaux L de et 
le groupe de classes striates d'ideaux Cl^. 

Notons que deux groupes GL"'"(o® c*) et GL"'"(o® c'*) sont conjugues dans Gq, 
si et seulement, si les ideaux c et c' appartiennent au meme genre (i.e. c' = ^t^c, 
avec C S et e ideal de F). 

Sous-groupes de congruence de Gq. On fixe dans la suite un ideal fraction- 
naire c ct on considcrc Ic rcscau Lq = " ® c* . 

On se donne aussi un ideal n C o. Le o/n- module n~^iyo/-^o est libre de 
rang 2. Prenons xq e F, avec o = n + x^cO. La multiplication par xq in- 
duit alors Ics isomorphismcs o/n c*/c*n et cO/cOn o/n ce qui nous per- 
mct d'idcntificr I'imagc dc SL(o © c*) dans Aut(n^^Lo/Lo) avec SL2(o/n) par 

I'application [ ) ^ { ^ ou a, 6, d G o/n et c S cO/cOn. Faisons 



c d j \cxq d 
I'hypothcse : 

(NT) n est premier a N(c5) et n no divisc ni 2, ni 3. 

Soit rj(c,n) = SL2(F)n ( "^J ), ri(c,n) = Ker(SL(o©c*) ^ Aui{n-^ Lq / Lq)) 



etrKc,n) = {7= Jeri(c,n) | rf=l (modn)}. 
La reduction modulo n induit un diagramme cartesien : 

pi (c, nf ^ r{ (c, nf ^ rj(c, nf ^ SL(o © c*) 

\ \ \ \ 

10^^ ^* ^* >SL2(o/n) 



1/ VO 1/ vo * 



c 



Les groupes r^(c,n) C r}(c,n) C rj(c,n) C SL(o © c*) sont des sous-groupes 
de congruence de SL2(-F). De meme on definit les sous-groupes de congruence : 

r(c,n) c ri(c,n) c Po(c,n) c GL+(o © c*) c GL+(i?'), 

r^(c, n) c Pf (c, n) c P^(c, n) c G+(o © c*) c G+, 

en remplagant la condition d'unimodularite par celle d'avoir son determinant ap- 
partenant a (resp. a o^_|_ :— Dq fl o^). 
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Lemme 1.4. Sous I'hypothese (NT) le groupe ri(c, n) est sans torsion. 

Demonstration : Par I'absurde. Supposons qu'il existe un element de ri(c,n) 
d'ordre premier p. Le determinant de cet element est une racine de I'unite totale- 
mcnt positive, done cgalc a 1. Get clement admct comme valeur proprc unc racine 
de I'unite (p I, ainsi que son inverse En prenant sa trace on trouve que 

Cp est quadratique sur F, i.e. [F{(p) : F] < 2. Par ailleurs, (p + (p^ — 2 e n, 
done N(n) est unc puissance dc p. D'apres (NT) on a alors que F et Q(Cp) sont 
lineairement disjoints, d'ou [-F(Cp) '■ P] = p — 1. On en deduit que p = 2 ou p = 3, 
ce qui implique, par un calcul facile, que n divise 2 ou 3. Contradiction. □ 



Remarque 1.5. La condition (NT) est optimale pour que ri(c, n) soit sans tor- 
sion. En effet, comme les matrices ^ ^ € T\{X)~^,{2)) e< ^ ^ ^ 

r}(£)~^,(3)) sont d'ordre fini, n ne peut diviser ni 2 m 3. Par ailleurs, la con- 
dition que n soit premier d est aussi necessaire, comme le montre la matrice 

d'ordre fini ( v5-3 ) ^ ^li'^^^AV^)) (ici F = Enfin, la condi- 

V 2 2 / 

tion que n soit premier a N(c) est benigne, car par le ttieoreme d' approximation 
faible, chaque classe de Clp contient des ideaux c premiers a N(n). 

Dans toute la suite du texte on suppose que I'hypothese (NT) est 
satisfaite, de sorte que ri(c, n) soit sans torsion. 

Pointes pour les sous-groupes de congruence. Soit F un sous-groupe de 
congruence. Comme F^F/F^ est commensurable avec PSL2(o), I'ensemblc de ses 
pointes est aussi ¥^{F) et I'ensemble T \ (F) est fini. 

Les deux Icmmcs suivants dccrivcnt les classes d'isomorphismc dc rQ(c,n)- 
pointes (• — 0,D,1). Cette description sera utilisee dans la partie 2, ou nous 
etudions les rj(c,n)-pointes. Notons que r^(c,n) = G+(o 8 c*) n G+(o (cn)*). 

Lemme 1.6. Soient , (^,^ G F'^ — {0} et soit f un ideal fractionnaire de F. 
Si ao + cf* = a'o + c'f*, alors il existe 7 G SL(o © f ) tel que = ■ 

(b f b f ) * 
bfD b 

tels que = 700 et (^,^ ~ 7'oo. Comme 7'7~"^ G SL2(o © f*) on a le lemme. □ 

En notant Xp I'ensemble des ideaux fractionnaires et Clp le groupe des classes 

de F, on en deduit : 

Lemme 1.7. On a deux bijections : 

ilc : G+(o © c*) \ (F^ - {0}) ^ Ip, Q ^ b = ao + cc* , et 

ilcn ■■ G+{o © (cn)*) \ _ {0}) ^ (^^^ ^b' = ao + c(cn)*, 
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qui induisent deux bijections d'ensembles finis : 

ch : G+(o® c*)\pi(F) ^ C\f, et den : G+{o S) {cn)*)\F^{F) C\f. 

Demonstration : Les fleches sent bien dcfinic (voir Faction de Gq sur 
definie plus haut). Le lemme precedent donne I'lnjcctivite. La surjectivite decoule 
du fait que tout ideal dans un corps de nombres peut etre engendre par deux de 

SOS elements. 

Varietes modulaires de Hilbert analytiques. Etant donne un sous-groupe de 
congruence F on definit la variete modulaire de Hilbert analytique M^" =r\SjF- 
La variete M™ est lisse, si et seulement, si T est sans torsion. En revanche M*" 
n'est jamais compacte. 

Les varietes modulaires de Hilbert, dont nous etudierons en detail la geometric, 
sont celles correspondant aux groupes de congruence Ff (c, n). 

Compactiflcation de Satake. L'espace quotient M'^'^* = T\Sj*p est compact 
pour la topologie de Satake. II est I'union de et d'un nombre fini de points, 
appeles les pointes (voir [12] Sect. I). II est muni d'une structure de variete an- 
alytique complexe normale pour laquelle les pointes sont des points singuliers si 
dp > 1 (voir [12] II.4). 

2. Varietes abeliennes de 
Hilbert-Blumenthal et formes de Hilbert 

Dans la suite F (resp. F^) designe le sous-groupe de congruence Ff (c,n) (resp. 
rKc,n)) et on pose = Ff (c,n)\i5F (resp. Mi'"*" = F|(c,n)\i3F). 

Definition 2.1. Une variete abelienne a multiplication reelle par o sur un schema 
S est la donnee d'un schema abelien f : S de dimension relative dp et d'une 
injection t : o ^ End(A/6'). 

Soit c un ideal fractionnaire. Pour chaque variete abelienne a multiplication 
reelle A/S, on definit un faisceau en o-modules sur le gros site etale de S en 
associant a un 5-schema Y le o-module A{Y) 0o c Ce foncteur est representable 
par une variete abelienne a multiplication reelle sur S, notee A<^o (voir [6]); elle 
est caracterisee par: 

f AM[c~M, si c"^ entier. 
A^oC={/^^ ut ■ 

I (A' (Xi c"^)*, SI c entier. 

La premiere formule s'obtient en tensorisant par A sur o la suite exacte courte 
— > — > c — > c/o — > 0. La seconde en resulte par dualite. 

A partir de /, : o ^ End(A/5) on obtient c ^ }iomo{A, A (g),, c). Soit c+ = 
cfl (F(g)R)_|_. Soit Sym„(A, A*) le o-module des homomorphismes symetriques de 
A vers A* et V{A) c Sym„(A, ^4*) le cone des polarisations. 



7 



Definition 2.2. [6] Une variete abelienne A de Hilbert-Blumenthal (abregee en 
VAHB) sur un schema S est une variete abelienne a multiplication reelle par o, 
verifiant la condition de Deligne-Pappas suivante: 

(DP) il existe un isomorphisme o-equivariant A : A (g) c A* tel que via A 
ona(c,c+)^(Syni„(A,A*),P(A)). 

Un tel isomorphisme A est appele une c-polarisation. 

Le groupe agit sur I'ensemble des c-polarisations d'une VAHB A/S. 

Definition 2.3. On appelle une classe de c-polarisation, une orbite A de c-polarisations 
sous o^_,_ = 0^ n Dq. 

Remarque 2.4. Si Ap est inversible dans S, alors la condition (DP) est equivalente 
a la condition suivante de Rapoport [30] (voir [6] Cor. 2. 9 et [13] Chap. 3. 5) 

(R) le faisceau w = f*^\ig est localement libre de rang 1 sur o ® Os pour la 
topologie de Zariski. 

Definition 2.5. Une fin-structure de niveau sur une VAHB A/S est la donnee 
d'une immersion JermAe o-linea,ire de S-schemas en groupes finis a : (o/n)(l) » 
A[n], oil (o/n)(l) = (Gm (8)i)^^)[n] designe le dual de Cartier du S-schema constant 
o/n. 

Remarque 2.6. Comme c est premier a n, la c-polarisation X, combinee avec 
I'accouplement de Weil A[n] x A*[n] — > (Gm <8'5~^)[n], donne un accouplement o- 
equivariant parfait A[n] x A[n] (Gin®c*)[n]. Etant donne une fin- structure de 
niveau a : (o/n)(l) ^ A[n\, d I'aide de ce dernier, on lui associe de maniere 
canonique un morphisme o-lineaire surjectif de S-schemas en groupes finis a* : 
A[n] c~^/nc~^, appele le X-dual de Cartier de a. On a une suite exacte : 

^ (o/n)(l) ^ A[n\ X c-Vnr^ ^ 

Construction analytique de la VAHB universelle sur M^'™. Pour tout 

z e i^F ct 7 <E Gr on pose j{j,z) = c- z + dG{F^ C)^. D'apres I'identite 
Jiu', z) = j(7, l'{z))j{'y', z) on a un 1-cocycle : 

Gm — > {o<8)Os^^y,j^ (zK-.j(7,2)). 

On pose ^™ = r-^ \{^F X (i^ (g) C))/o ® c*, oii lo groiipc produit semi-direct 
(o © c*) X r-^ (pour 7 • (m, n) = (m, n)j~^) agit a gauche sur Sjf x {F ^C) par : 

7(z, v) = (7(2;), j(7, 
{z, v)(rn, n) = {z,v -\- m ■ z -\- n) 

La fibre du point T^z G M^'™ est la variete abelienne ^™ := {F ® C)lL^, 011 
= {oz © c*). La fleche t(^) : (z, v) ^ (z, i^v) induit une action de ^ e sur 
d'ou une injection t : End(^*"/M^'*"). 
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Pour tout fibre vectoriel E sur M^'*^", soit E'^ le fibre dual. II est facile de 
voir que Lie(>l^"/Mi''^") = \{SjF x {F C)) et w = Lie(>l™/Mi''^")^ sont 
localemcnt librcs dc rang 1 sur o (S> OAfi 

Pour tout o-module L on a un isomorphisme entre Homo(L,D~^) et L* = 
Homz(L,Z), obtenu en composant avec Tip/q. 

On a un isomorphisme o-lineaire A^L^ = c*, venant de I'accouplement parfait 
Xz : Lz y- Lz ^ F i-^ ™ im"^)" • L'application Ttf/q°Xz nous fournit un 

isomorpiiisme (g)o c = L*, d'ou une c-polarisation Az (Si c = A^. 

Si = n + yoc, la fleche M^'**" x n~^l)~^/l)~^ ^"^"[n], {z,v) {z,yQv) munit 
_^aii (j'yjie /in-structure de niveau. 

Proposition 2.7. t, A, q:)/M^'*" est une VAHB c-polarisee analytique, mu- 

nie d'une ^n- structure de niveau. 

La fleche A'^'^ M^'*^" est universelle, i.e. pour toute VAHB analytique A/S 
munie d'une Hn-structure de niveau et d'une c-polarisation, il existe une unique 
fleche (p : S ^ M^'^'^ et un unique isomorphisme de VAHB munies de ^n-structure 
de niveau et de c-polarisation A = A^^X]^fi,a.nS. En particulier, si A est une VAHB 
complexe munie d'une Hn-structure de niveau et d'une c-polarisation, il existe un 
unique point z G M^'™ et un unique isomorphisme A = Af^. 

Idee de la demonstration : II est clair que toutc VAHB complcxc est iso- 
morphe a une VAHB de la forme A^'^ et que les deux VAHB analytiques Af^ et 
Azf sont isomorphes comme VAHB munies de leurs /i„-structures de niveau et 
c-polarisations si ct sculcmcnt si z' G T^z. 

Soit A/S comme dans I'enonce. Par ce qui precede, il existe une unique fleche 
ensembUste (p : S ^ M^'*^" telle que A = Xjvfi.an S. L'analyticite de (p se 
vcrific localemcnt, car (p{s) = J^^u!{s)/ J^^to^s), oil (71,72) est une o-base locale 
convenable de I'homologie de A/ S et ui est une (S> Os-base locale de w. □ 

Remarque 2.8. 1) Notons qu'en general pour G ^ G* la variete M^^ = T \S)p 
n'est qu'un espace de modules grossier pour le probleme de modules de classes 
d'isomorphismes de VAHB munies d'une classe de c-polarisation (voir la definition 
2.3) et d'une ii^-structure de niveau. 

Comme est un sous-groupe distingue de T, le quotient o^_|_ agit sur M^'^^. 
Sur les S-points e £ 0^^ envoie {A,t,X,a)/S sur {A, L,eX,a)/S . On a Af" = 

En fait, le sous-groupe o^_,_ fl 0^^ agit trivialement, car la multiplication par 
e e 0^ induit un isomorphisme {A,L,X,a) = (A, t, e^A, ea). Done M^'*^" est un 
revetement fini etale de M™, de groupe o^_,_/o^_^ n 0^'^ . 

Pour toute VAHB A/S munie d'une classe de c-polarisation et d'une jin- structure 
de niveau on a des fleches S M-^'*'" dont les composees avec la projection 
^i,an _^ j^an coincident et telles que A/S avec sa classe de c-polarisation soit le 
pull back de A™/M^'™ munie de la classe de sa c-polarisation universelle. 

2) Lorsque G = ResQGL2, Hida, dans son livre [15] Chap. 4 Sect. 4-l-2y 
donne une autre description de M™ comme espace de modules grossier des VAHB 
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avec classes de F]^ -polarisation. Dans sa description, 

c' 

oil c' decrit lea ideaux de F qui appartiennent d la meme classe stricte que c. 

VAHB analytique de Tate. Soit C = 700 une F-pointe (7 € Gq). On com- 
mence par etudier la forme d'un voisinage de C dans M*", puis on va decrire celle 

de au-dessus d'un tcl voisinage dans M^''^'^. 



1 cas C — 



00. Stabr(oo) 



U€ 



u e o^,e e o^_,_ bee* 



ou o^_|_ — 0^ n Dq et pour tout ideal f de F, 0^ designe le groupe 
des unites de congrues a 1 modulo f. 

Soit (j) I'inclusion naturelle F — > F C; on a une suite exacte courte: 

0^c*^F(g)C-^Gm(g)c*^l, (2) 

obtenue par produit tensoriel par c* de ^ Z ^ C — > C ^1. 

Pour m G F et 2; G F (g) C, on pose q'^ = q{(j){m)z) (= q{(j){m)z + (l){n)) pour 
tout n G c*). On voit facilement: 

Fait : Pour > assez grand Sti\hT{WH) = Br := P n Bq. 

Lc groupe 0^ := 0;^!^ x o^_,_ agit sur le quotient Dh = \ Wh par 
(m, e) • (z + c*) = u^ez + c*, et on a le diagramme suivant : 

^Wh 

i ^ modpx I 

M^" \ Wh < D„ = c*\ Wh^^ F ® C /<^(c*) ^ ^c* =: S^o 

Le diagramme suivant decrit la structure de la VAHB universelle ^l**" sur le 
voisinage Br^ \ Wh de la pointe 00 dans M^'*^" : 

Bri \{Wh X F C)/o e c* c* \{Wh x F ® C)/o c*<^ (Gm 0c* x Gm 0c*)/g° 

! modoj I , I 

Bri \ Wh ^ ^ Dh^ ^ 0c* =: So^ 

Commentaires : 1) La notation exprime que m G agit sur Gm 0c* x Gm 0c* 
par la formule {qz,qv) ■ rn = iqz,qvqT)- 

2) Le groupe 0^ agit sur x Gm 0c* par u ■ {q^, qv) = (9" , C)- 

Definition 2.9. La VAHB c-polarisee au-dessus de Soo ainsi obtenue s'appelle la 
VAHB analytique de Tate, notee Ta,tec,o{Qz)- S a fibre au point qz € .Soo est egale 
dG^®eiql. 



2 cas C 



= 700, 7 = {^^ e G^. Stabr(C) = Br,c := rn7BQ7-i. Un 
systeme fondamental de voisinages de la pointe C est donne par les Bt^cXiWh- 
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Notons que pour tout sous-groupc F' do Gq on a la suite cxacte suivante : 

1 ^ r' n c/q ^ r' n ^ pr(r' n Bq) i, 

ou pr : BiQ Tq est la projection canoniquc. Lc diagramme suivant : 

9jF ^M^" =r\i3f — - — ^7-ir7\^^ 

iWh ^ Brfi\ iWh ^ 7"^r7 r\ Bq\Wh ^ I'^T^ n [/q \ W^i/, 

permet de nous ramener au cas de la pointe oo, pour le groupe 7~^r7. 

.Calculde7-r7nf/,. (J ^ 7-r7 ^ ,%) 

= c*(a^o + ac(cn)* + c^e'^xT^y^ = c*(ao + ce)~^{ao + c(cn)*)"^ 

Done 7~-^r7 n J7q = (ebb')*, avec b = ao + cc* ei b' = ao + c(cn)*. 

Posons X := ebb' (sa classe est bien definie, d'apres le lemme 1.7). 

• Calcul de := pr(7~^r7 n Bq). Posons ^ := fl Ti_q. Alors Ton a une 
suite exacte courte 1 — > ^ — > ^{^c) ~^ prenant 7 = ^ 

0^ = {(w,e) e i^'^ xo^_^|3^* e a"^c*,u~^-l+ac^* e n,ue-u~^-acC e ^c*~^n}. 

Le groupe ne depend que de la classe de 7 dans T\Gq/ Bq. Un calcul 
dcmontre que I'on a 0^ Z) 0^ Z) 0^ . Si I'idcal n est sans facteurs carrcs, alors 
"c 1 = "n • Le calcul explicite du groupe 0^ dans le cas general, est un coroUaire 
d'une autre description des F-pointes, donnee dans [7] Prop 3.3. 

Remarque 2.10. En general I'inclusion 7~"'^r7 fl Ti^q C 0^ est stricte, bien 
que ce soit une egalite pour la pointe 00. Neanmoins le groupe 7^^r7 fl Ti^q est 
d'indice fini dans 0^ . 



Le type de la pointe C est determine par : < 



I'ideal X*, 
le groupe 0^ , 

Taction de sur X* \ Wh- 



Le fait de remplacer 7 par 7 ^ ^ a/-^j ' ^^l^iP^i^ ^* P^'^ ^' ^ conjugue 
Faction de 0^ sur X* \ Wh, par Fisomorphisme Wh — * W^N(a')^i? > ^ ^'^^ + 

Pour etudier la VAHB universelle ^^"/M^'"*" au voisinage de la pointe C, trou- 
vons quel reseau est stable par 7"^ SL(o ® c*)7. Par le theoreme de Bezout on 
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pcut prendre 7 = ^) ^ SL2(-F) fl (^^^^ ^^-i ^ , on b — ao + rx* . Posons 
a = be. Comme 7"^ transforme le reseau Lq = (B c* en le rescau L = b © 0* 

7-1 SL(o e c*)7 = SL(b e a*) = SL2(F) n (^^2,°-i ^ '/^ ■ Done 



t 1 

j^i,an ^ ^Brifi \ -/Wh ^ 7"^ri7 DBqXWh 

car 7 : ^™ A^'^ i^,''^) il^Jili z)~^v) et 7^-^ cnvoic c* sur b a*. 

A partir de la, en posant A^y = 7"^ri7 n Bq \{Wh x (i^ (g) C))/b © a*, on a 
la description de la variete universelle au voisinage de la pointe C : 

A^"h^ X*\{Wh X (FoC))/b©a*^(GmOX* x GmOa*)/g^^ 

i mod i i 
7-iri7 r\BQ\WH ^ ^ X* \ Wh^ ^ Gm <»X* =: 5c, 

Le groupe b agit sur le tore Gm^X* x Gi„(8ici* par {qz,qv) ■ P = {QzjQvQz)- 
Le groupe o^_i agit sur Sc x Gm(S)a* par u ■ {qz,qv) = (qz ou ^* est un 

element de (b^c)*, bien defini modulo X*, et tel que y^-i^ ^ 7~^r^7. 

On rappelle que, par definition, pour tout mGF,zGF®Con pose 

qT — li'Pi'i^)^) = q{(t^{n^)z + (t^ii^)) pour tout n G X*, on 

^ JC* ^ F ® C ^ Gm ®c* ^ 1. 

Definition 2.11. La VAHB c-polarisee au-dessus de Sc ainsi ohtenue, s'appelle 
la VAHB analytique de Tate, notee Tatea,b{qz)- S a fibre au point qz G Sc est egale 
dG^®a*/ql. 

Formes modulaires de Hilbert de niveau T = Ff (c, n). Rappelons que Z[Jf] 
s'identific au groupe des caracteres du tore ResQ Gm par k = J^t&Jf ^'^'^ '-^ {x 
J|t(x)'^^). On note ce caractere a; 1-^ x'' et on utilisera la notation additive pour 
la loi de groupe sur les caracteres. Les elements de Z[Jf] sent appeles des poids. 

On suppose desormais F 7^ Q. Pour tout poids k = X^re Jf '^^ pent definir 
I'espace des formes automorphes de Hilbert holomorphes de poids k et niveau F 
comme I'espace des fonctions holomorphes / : S)f — * C telles que pour tout 7 € F 

Ce sont les sections du fibre inversible analytique 0/^ sur M^'^ donne par le 
cocycle 
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Cependant, on ne s'interesse dans la suite de ce texte qu'aux formes qui peu- 
vent intervenir dans la cohoniologie de la variete de Hilbert a coefficients dans un 
systeme local algcbriquc (c'cst-a-dire donne par une representation algebrique de 
G). Ces representations sont do la forme 

Sym"- O Det™- . 

Une telle representation ne definit un systeme local sur M**" que si le centre de T 
agit trivialement. Cette condition equivaut a la condition d'algebricite de Clozel 
([4] Sect. 1.2.3): 

Definition 2.12. Unpaids k € l\,Jp\ est dit algebrique si ses coordonnees kr sont 
superieures ou egales a2 et sont de mime parite. On pose alors ko = maxj/crlr € 
Jf}, rrir = e N, t = EreJp t et Ur = kr - 2 > Q (n = k - 2t et 

K + 2m = kot). 

Pour toute fonction f : Sjp ^ C et pour tout 7 G Gq, on pose : 

f\.'y{z) = iy{'yr+"'-'j{'y,zr'^f{'yz). 
Considerons I'espace: 

G«(c,n)^" = {/ : i3F ^ C | V7 e T, /U7 = / et / holomorphe sur ij^}. 

On appelle cet espace I'espace des formes modulaires holomorphes de poids k 

et groupc de niveau F. II est isomorphe a I'espace des sections globales du fibre 
analytique w'* (g) j/""''*/^ sur M^"^ associe au cocyle 7 i/(7)~"<'*/^j(7, z)" avec 
no = fco - 2. 

Remarque 2.13. La torsion par induit un isomorphisme d'espaces vec- 

toriels complexes 

Pour chaque / S Gk(c, n)'''^, on se propose d'expliciter la notion d'holomorphie 
en une pointe C = 700 e P^(i^). La fonction fc := /|k7 est invariante par le 
groupe 7~^r7 et done par son sous-groupe de translations 7~^r7 n C/q = X* 
(pour le calcul de ce-dernier voir le paragraphe precedent). Par consequent, elle 
admet un developpement en serie de Fourier : 

fc{z) = J2 a^e'^'^'^^/'i^^'l (3) 

La condition d'holomorphie en la pointe C se lit alors : 

^ ^ ^ e X+ ou ^ = 0. (4) 

Pour tout {u, e) e 0^ , il existe ^* ^ e (b^c)* , defini a X* pres, tel que ^_ 
7~^r7. L'invariance de fc par le groupe 7~^r7nBQ nous donne pour tout ^ G X 
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la relation : 

a„2,^ = e'=+™-*u«e2"'^^/«(«''«".»)a5. (5) 

Principe du g-developpement : Si pour tout ^ on a = 0, alors / = 0. 

Principe de Koecher : Si F ^ Q, alors la condition (4) est toujours satisfaite. 
Si K n'est pas parallele, alors ao = (pas de series d'Eisenstein). 

D'apres le (5), pour tout u G 7~^r7 n Ti q et ^ e X, on a a„2^ = u'^a^, en 
particulier ag = u"oo, d'ou la deuxieme propriete. 

Verifions (4) par I'absurde : soient ^ G X et ^* G tels que ^ et 
i^iO < 0- Alors, on peut choisir u G 7~^r7 fi Ti_q de fagon que la quantite 
(u^^,^*) soit arbitrairement proche de — oo, ce qui contredit I'holoniorpliie de / 
au point i^* G Sjf- Q 



3. Compact ificat ions toroidales 
analytiques 

References : [1][23]. 

On a vu qu'en ajoutant a " un nombre fini de points (Ics F-pointcs) on 
obtient un espace analytique iVf compact pour la topologie de Satake. II est 
aussi appele compactification minimale et n'est pas lisse si dp > 1, comme le 
montre un argument de topologie (voir [12]). 

Un voisinage typique de la pointe oo est de la forme \ g(-Dff ) C \ C^''. 
On aurait pu tenter de compactifier cette pointe en considerant I'adherence de 
0^ \ q^Dn) dans \ C''. Le probleme est que si di? > 1 le quotient de par un 
groupe abelien, ayant des points fixes isoles, n'est jamais lisse (voir [12] p. 30). 

II est important de disposer dc compactifications lisses de M^'^ avec diviseurs 
a croisements normaux a I'infini [i.e. au-dessus des pointes). Par exemple, pour 
pouvoir donner une decomposition de Hodge de la cohomologie singuliere de M™, 
on doit introduire des faisceaux coherents a singularites logarithmiques a I'infini. 
Pour obtenir une compactification lisse de Af**", on utilise la theorie des immersions 
toroidales, s'inspirant du fait qu'au voisinage d'une pointe, M^" ressemble au 
quotient d'un tore par Taction d'un groupe. 

Immersions toriques. Dans ce paragraphe on adopte les notations suivantes : 
k corps algebriquement clos. 
S = GJ^ tore algebrique sur k. 

X = Hom(S', Gm) — groupe des caracteres de S. Pour ^ G X on notera 
le caractcrc correspondant. 

X* = Hom(Gm,S') = groupe des cocaracteres de S. Pour ^* G X* on 
notera A^. le cocaractere correspondant. 

On a un accouplement parfait ( , ) : X x X* — > Z. 
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Pour tout anneau commutatif R et tout mono'ide Q, on notera R[q^;S, G Q] la 
i?-algebre du monoi'de. 

On a 5 = Spec ^ G X]) et S = 0X*. 

Remarque 3.1. Si k = C on pent identifier C / Z et Gm par ^application e^*'^' 
et on a : 

(i) X*=-n'r{S). 

(ii) = X* C revetement universel de S. 

(iii) S = X^/X* = Sc'x iX^, oil S,. = X^/X* est le sous-groupe compact maximal 
de S. On appelle ord : S X^ I'application deduite de la projection sur iX^. 



Definition 3.2. Une immersion torique normale (affine) de S, est une immer- 
sion ouverte de S dans une variete (=schema integre de type fini, separe sur k) 
normale (affine) munie d'une action de S qui etend V action de S sur lui-meme. 

Dans la suite, on ne considerera que des cones polyedraux rationncls convexes 
de Xg, ouverts dans I'espace vectoriel qu'ils ongcndrent et stricts (i.e. qui ne 
contiennent pas de droite); on abregcra ccs proprictes en parlant de cones p.r.c.o.s. 
Un tel cone a est dit lisse, si fl X* est engendre par une partie d'une base de 
X*. 

Theoreme 3.3. ([23] Chap. I, Theoreme 1') La correspondance : 

(ji-^ Sa := Spec k[q^; ^ G X D a] 

donne une bijection entre I'ensemble des cones p.r.c.o.s. de X-^ et I'ensemble des 
immersions toriques normales affines de S. De plus est lisse, si et seulement 
si, le cone u est lisse. 



Example 3.4. Void trois exemples d'immersions torique pour S = Gm^ •' 

• oT = (1, 0) M+ +(0, 1) K+, donne G^^ ^ Spec(fc[Zi, Z2]) ^ 

• = (1, 0) M+, donne Gm^ ^ Spec(A;[Zi, Z2, Z^^]) S x G^- 

• = (1, 1) +(1, -1) ]R+. donne 

^ Specik[ZiZ2, Zi,ZiZ^^]) ^ Spec(fc[Zi, Z2, Z^j/iZiZ^ - Z^)). 



Proposition 3.5. ([23] Chap. I, Theoreme 3) Soient S„^ et 8^2 deux immersions 
toriques normales affines de S. Alors, il existe un morphisme S-equivariant S^^ 
, si et seulement si a\ C 02- 

On veut maintenant decrire le bord de : il est stratifie en orbites sous S de 
points a I'infini obtenus comme des limites "linii^o (*)") pour ^* e X* f\a. De 
maniere rigoureuse, pour tout ^* e ct fl X* , on definit le point Aj* (0) e S^, par : 



V^exna, (z«(Ae(0)) 



i,si (e,r) = o 

0, si (^,r)>o 
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Theoreme 3.6. ([23] Chap.I, Theoreme 2) 

(a) Soient e a n X* . Alors A|. (0) = A^. (0), si et seulement si ^* et ^2 

apparfAennent a I'interieur d'une mem,e face de a . 

(b) Chaque S-orbite de So- contient un unique point du type A{*(0), ^* G 'aC\X* . 

(c) On a une bijection entre les faces de a et les S-orbites de Sa, r 1— > o(r). 

(d) Ti Ct2 si et seulement si o{t2) C o(ti). 

(e) dim(r) + dim(o(T)) = d. 

Soit line face r de a. On a o(r) = Spec ^A:[(7^; ^ G X n r-"-]^ et o(r) = 
]J^(-:po(T'). La strate o(t) est fermee dans Sr (donnee par I'ideal engendre par 
les tels que > pour tout ^* a I'interieur de r) et Sr est ouverte dans 

Sa- De plus les strates de contenues dans Sr sont les strates de Sr- 

Definition 3.7. Un eventail dans X-^ (= decomposition rationnelle partielle en 
cones polyedraux fortement convexes), est la donnee d'un ensemble S de cones 
p.r.c.o.s. de X^ deux a deux disjoints, tel que pour tout a € T, et pour toute face 
T de a, T G S. L 'eventail est dit lisse si tout les cones qu'il contient sont lisses. 

Tout eventail peut etre raffine en un eventail lisse, par subdivision des cones. 
D'apres la proposition 3.5, etant donne un eventail E, on peut recoller les S^^, 
i = 1,2, Ic long dcs Sr, t dcsignant I'interieur dc cti 0^2, ct ainsi obtcnir un 
schema separe, normal, integre, localement de type fini sur k, note Ss ou S^^r}- Si 
E est fini, 5e est une variete. 

Theoreme 3.8. ([23] Chap.I, Theoreme 6) 

(a) L'application E 5e donne une bijection entre les eventails de X^ et les 
immersions toriques normales de S. 

(b) L 'application a 1-^ S^ donne une bijection entre les faces a et les ouverts affines 
S -invariants de S^. 

(c) L'application a := I'unique orbite fermee de Sa, est une bijection entre 
les faces a et les S-orbites de S-e. De plus t CW, si et seulement si, O" C O"^. 

Proposition 3.9. ([23] Chap.I, Theoremes 7 et 8) Soient S^, et S^,' deux im- 
mersions toriques normales de S. Alors, il existe un morphisme S-equivariant 
Sj: Sj:> , si et seulement si, E C E' . De plus la fleche Sy: S^' est propre, si 
et seulement si, IJcres ^ ~ Uo-es' ^• 

Remarque 3.10. Si k est un anneau (en particulier si k = la construction 
qui a E associe 5^ reste inchangee. En revanche, on n'obtient pas toutes les 
immersions toriques de cette maniere-ld. 

Carte locale pour une pointe de M'^". Soit une F-pointe C = 700. On a 
vu dans la partie 2 qu'un systeme de voisinages de C dans M^" est donne, pour 
H>0, par les Br,c \ Wh = 0^ \ D^^h, ou D^^h = 7~^T^r\Um \Wh=X*\Wh 
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et ou Taction de sur -D^,// est donnee par (u,e) • z = 4>{u'^e)z + (j){u£,^ ^) (voir 
le paragraphe qui precede la definition 2.11). 

Notons qu'avec les notations de la remarquc 3.1, = F (g) M, 

Sc ^ (l3{X*)\F(g) C, Scc ^ F (g)R/(l}{X*) ct ord : (j){X*)\F (g) C ^ F(g)R 
q q 

est Tapplication "partie imaginaire" . On a aussi X*\f)F = ord-^((F O R)+) et 

X*\WH = ovd-\yG{F^R)+ I Uryr>H}. 

L'exponentielle donne une injection q : D^^h ^ Sq et Taction de s'etend en 

une action sur le tore complexe Sc = Gm <E)X* par (u, e) ■ q^ = q" ^q^* . 

L'action de sur Sc tout entier, n'est pas libre (Telement unite de Sc est fixe 
par cette action). Un autre probleme est pose par le centre de : 

Lemme 3.11. (i) Le groupe ^ agit trivialement sur Sc- 

(ii) Sous I'hypothese (NT) o^/o^ ^ "^ff*^ librement et discontinuement sur q{D^^H)- 

Un calcul direct montrc que si e = alors Cm e S X*, d'oii le (i). Le (ii) decoule 
du fait que sous Tliypotlicse (NT) on a — 1 ^ o^. □ 

On veut ajouter a Sc une frontiere analytique £ de fagon que Taction de /o^ ^ 
sur Sc se prolonge en une action libre et discontinue sur £. Alors le quotient par 
0^ do Tadlicrcncc q{D^i^H) dc q{D^^H) dans 5c U f sera notre carte locale pour la 
compactification de la pointe C. 

Pour ce faire on considere un eventail Yf de X^j^ = {0} ^ {F ® R)+ qui est 
complot (i.e. tcl que (JaeE ^ ^R + )' stable pour Taction dc ct qui conticnt lui 
nombre fini d'elements modulo cette action. L'existence d'une telle decomposition 
decoule du theoreme des unites de Dirichlet (o^^ = Z"^"^). En effet, il sufRt de 
decomposer en cellules MX*) n {y e X^, I rfi-yi- = ™iiif*ex» \|o> N(C*)} 

Z''"^ et prendre chaque cellule comme base d'un cone. 

Soit Sc ^ Sy.c Timmersion torique correspondante, avec action equivariante 
deo>^. Soii S = Sj^c\ Sc. 

Quitte a raffiner notrc decomposition (on subdivisant un cone ct subdivisant 
les autres cones de maniere o^- equivariante) on pent toujours supposer Sy,c lisse. 

Soit q{D^^H) Tadherence de q{D^^H) dans Sy.c. On voit alors aisement que 



Proposition 3.12. (i) On a q{D.,,H) = q{D.yM) U £. 

(ii) Le groupe ^ agit trivialement sur qi^Dj^jj) . Le groupe o^/^cz ^9^^ 
brement et discontinument sur q{D^^H) ■ 

L'espace analytique \ q{D^^H) est la carte de la pointe C. Pour compactifier 
la pointe C on recoUe M^'^ et \ q{D^^H) Ic long de \ D^^h- 

RecoUement et compactification analytique. Soit M**" = la variete 
analytique complexe obtenue, par la construction du paragraphe precedent, en 
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recollant a -W" les cartes locales pour toutes les F-pointes. Dans la suite nous 
ecrirons juste M*", bien que tout depend des eventails Yf . 



Proposition 3.13. est une variete analytique complexe normale propre, 

contenant " comme sous-variete ouverte dense. Elle est lisse si tous les eventails 
Sc sont lisses. On a un morphisme de varietes analytiques it : M^^ — > M™* qui 
est un isomorphisme au-dessus de M'^". 



Demonstration : Pour demontrer la proprete de nous utiliserons le critere 
de compacite sequentielle. Soit une suite de points Zj € M^". Comme est 
ouvert dense dans M*°, il sufRt de considerer le cas ou Zj G If" (argument 
d'extraction diagonale). Puisque I'on sait deja que M^* est compact, on peut 
supposer que la suite 77(2;^) converge vers une pointe C de M**"*. Dans ce cas, pour 
j assez grand, Zj appartient a D^^h- Comme S'' possede un nombre fini de cones 
modulo Paction de 0^ , on peut supposer qu'il existe un cone a , tel que pour 
tout j, q{zj) appartient a Sc,(t- 

Montrons alors qu'il existe une suite extraite de la suite q{zj) qui converge vers 
un point de Sc,a- Considerons la suite yj = or:d{q{zj)) G a. On a yj^r > et 
limj^oo Ht yj,T ~ decompose les yj dans une base de a, on trouve 

aisement qu'au moins une coordonne tend vers +00. D'apres la description de la 
topologie de Sc,a, donnee dans [1], il est clair que Ton peut extraire de q{zj) une 
sous-suite convergente dans Sc,a- D 



4. Varietes et formes de Hilbert 
arithmetiques 

L'espace de modules de Hilbert-Blumenthal. Soit c un ideal de F, muni de 
sa positivite naturelle c+ = c n (F (g) R)+. Posons A = N(Dn) = N(n). 

On a un foncteur contravariant M} (resp. M ) de la categoric dcs Z[j;j^]- 
schemas vers celle des ensembles, qui a un schema S associe I'ensemblc des quadru- 
plets {A,L,X,a)/S (resp. {A,L,X,a)/S) modulo isomorphisme, 011 {A,l) est une 
VAHB de dimension relative d, A est une c-polarisation (resp. A est un classe de 
c-polarisations; voir Def.2.3) sur ^4 et a : (o/n)(l) A[n] est une /Un-structure de 
niveau. 

Theoreme 4.1. [29] [37] Le foncteur M. ^ est representable par un schema quasi- 
projectif sur Z[^^^] muni d'un quadruplet universel {A,t,X,a). Le schema 

est lisse au-dessus de Z[-^]. De plus M^(C) = M^'**" et done est geometriquement 

connexe. 

Soit f : A ^ la projection canonique. On pose oj = = f*^\/M^ 

^dR ~ ^dR(^/-^^) ~ ^^f*^A/M^- Au-dessus de I'l^] on a localement pour la 
topologie de Zariski a; = (g) Om^ et W^j^ = Lq (g) Om^ , on Lo = (Be*. 
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Corollaire 4.2. Le foncteur M_ admet un schema de modules grossier M sur 
^[N(ny] quisi-projectif et lisse au-dessus de Le schema M est le quotient de 

par le groupe fini o^_,_/(o^_,_ fl o^^) qui agit proprement et librement par 

[e] : {A, L, A, a)/S {A, l, eX, a)/S. 

II est important de noter pour la suite que les automorphismcs [e] de definis 
dans le corollaire se prolongent en une action du groupe o^_|_/(o^_|_ H o^^) sur Ics 
fibres uj_ et Ti^j^. L'action sur a; est donnee par la formule s ^ e~^/^[e]*s, oii s est 
une section de w. L'action sur W^j^ vient de celle sur le complexe i?/,fi^^j^^i . Ces 
actions sont definis sur I'anneau des entiers du corps de nombres F" = -F'(\/e, e e 

Par quotient, on pent definir des fibres encore notes lj et H^j^ sur M. Au- 
dessus de on a encore localement pour la topologie de Zariski w = o (g) Om 
et = io (g) Om, ou Lo = © c*. 

Pour chaque € c+, on note £^ le faisceau inversible ample sur A obtenu 
comme image inverse du fibre de Poincare sur A x A* par le morphisme (id^, A o 
(id^®/i)). 

Formes modulaires de Hilbert arithmetiques. Considerons le schema en 
groupes Ti = Res^Gm qui est un modele entier du tore = Resq Gm- Ce n'est 
un tore que sur comme le montre I'exemple suivant : 

Exemple 4.3. SoitF = Q(\/Z?); avec D = 3 (mod 4) sans facteurs carres. Alors 
Ti = Spcc(Z[X,y][ ^,_\^y, ]) et pour p>2 prem.ier on a : Ti(Fp) = x , sz 

(f ) = 1; ri(F,) = F^., SI (f ) = -1; r,{V,) = x F^, st (f ) = 0. 

On suppose dcsormais 7^ Q et on se place au-dcssus dc Considerons 
le faisceau M = Isom ^g(-o^^j(o ® Om,'^- C'est un 7i-torseur Zariski sur M. 

Comme Ti est affine sur M, le faisceau est representable par un schema 
f : dJl ^ M (voir [26] III. 4 Theoreme 4.3). En particulier on a un isomorphisme 
Ti X 971 = an X 971, lt,x) ^ {tx,x). 

M M 

Sur le schema de modules fin le schema correspondant 971^ represente le 
foncteur : : Z[^]-Sch Ens, qui a un Z[-5-]-schema S associe I'ensemble 
des quintuplets (A, l, A, a, lo) modulo isomorphisme, 011 {A, i. A, a) est une VAHB, 
comme plus haut, et oii uj est un isomorphisme de o-fibres inversibles w : 0® Os — 
w. La fleche d'oubli fait de OT^ un faisceau Zariski sur M^. 

Pour la definition de I'espace des formes modulaires de Hilbert, nous suivons 
de pres le paragraphe 6.8 dans [30], redige par P. Deligne. 

Soit K e 1\Jf\ = X{Ti) un poids et soit F' un corps de nombres, contenant 
F" ainsi que les valeurs du caractere k : F^ — > . 

Si D = Gm, on pent prendre, par exemple, F' = Q et k = kt (poids parallele), 
ou bien F' = i^^ai ^ g Z[Jp] poids quelconque. 

Soit O' I'anneau des entiers de F'. Le morphisme de groupes algebriques 
K : ResQGm — > Rbsq Gm, se prolonge en un morphisme Res^G^ — > Res^ Gm, 
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qui equivaut (par la formule d'adjonction) a un morphisme de groupes algebriques 
sur O', Resz Gm x Spec(£)') Gm x Spec(O'), note encore k. 

Pour tout Z[^]-schema Y, on pose Y' = Y x Spec{0'[^]). On a ainsi un 

T^'-torseur /' : W M' . Lc tore dcployc T/ agit sur ,f!fOrm'', la composante 
— K-isotypique {fiOw)[—K] est un faisceau inversible sur M' , note u/^. 

Definition 4.4. 1) Soit R une Z[^]-algebre. On definit I'espace 0(0, n; i?)^™™ 
des formes modulaire de Hilbert de niveau T et d coefficients dans R, comme 
H0(fmxspee(z[i])Spec(i?),OOT). 

2) Soit R une 0'[-^]-algebre. Une forme modulaire de Hilbert arithmetique de 
poids K, de niveau V et a coefficients dans R, est une section globale de u/^ sur 

Xspec(z[^]) Spec(i?). On note G.(c, n; := H0(M Xsp,,(^[^]) Spec(i?), t^-) 

I'espace de ces formes modulaire de Hilbert. 

Remarque 4.5. 1) Le faisceau o/ (t = n'est autre que le faisceau A'^w = 

det(a;) sur M, et (J^* - sa puissance k-ieme. Les formes modulaires de Hilbert de 

poids parallele k > I, s'ecrivent done Gfcf (c, n)s<=°'" = R"{M, (A''w)®'=). 

2) Le torseur 9Jl n'est pas trivial, car sinon pour tout k > 1 (A'^o;)®'^ serait 
le fibre trivial sur M, et a fortiori sur M™. Or, par le principe de Koecher 
HO(M™,(!:)M-n) = B_'^(M^,Ojj:nr) = C, ce qui contredirait I'existence de formes 
modulaires de Hilbert cuspidales non-nulles en poids kt. 

3) Si F' D Fs^\ on a T/ := Ti x Spec(0'[^]) ^ G^''^ x Spec(0'[^]) et par le 
theoreme de diagonalisabilite des tores [21], on a : 

Par ailleurs, I'action de o permet de decomposer lj = Lie(^'/M')^ = o ® 
Om' en somme directe de fibres inversibles loJ sur M', indexes par les differents 
plongements t de o dans O' . On a u/^ ^ ®t{'^)^^^ ■ 

4) Si R est une 0'[^]-algebre, avec F' D i^s'^', on a : 

G(c,n;i?)s--= G,{c,n;Rr"'^. 

Ke^(Ti) 

Constructions de fibres automorphes. Dans la partic 2 on a introduit les 
formes modulaires de Hilbert classiques comme des sections globales de certains 
fibres de formes differentielles holomorphes sur Af". Dans ce paragraphe nous 
donnons des constructions de fibres sur et M, a partir dc representations de 
certains groupes. Ces fibres serviront a redefinir et etudier les formes modulaires 
de Hilbert arithmetiques. 

Soit un poids algebrique k et n,m G 1\Jp\ comme dans la definition 2.12. On 
notera la representation algebrique de G donnee par 

K= (g) Sym"-®Det™^. (6) 

-tGJf 
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• Considerons le revetement universel u : S)f M™. II est bien connu que 
I'on a une equivalence de categories entre les representations de F sur des K- 
vectoriels de dimension finic, qui sont triviales sur le centre, ct les systcmcs locaux 
en if-vectoriels sur M^", qui a un if-vectoriel de dimension finie V muni 
d'une telle action de T associe le systeme local V^" des sections continues de 
T\{Sjf X V) ^ M™ {V etant muni de la topologie discrete). 



Definition 4.6. On note V™ le systeme local associe a representation Vn- 

• Une autre construction dc fibres est donnee par la tour promodulaire Mq Mq, 
0X1 Mq = limproj M(c, nr)Q. On a une suite exacte 

1 ^ 7ri(MQ,a;)'"°'^'S^°'" ^ 7ri(MQ,a;)'"°'^ = GaliMq/Mq) ^ Gal(Q^VQ) ^ 1- 

Dc plus, Ic groupc tti{Mq, est un sous-groupc ouvcrt dc GL2(o^); la projection 

sur la p-composante fournit un morphismc continu canonique 

^i(MQ,a;)'"°^ ^ GL2(0(»Zp). 

On a done un foncteur de la categoric des representations algebriques de G, 
vers celle des faisceaux lisses sur Mq. Ce foncteur associe a la representation V le 
faisceau V des sections continues de 7ri(MQ, a;)™"*^ \{Mq x F) — > Mq. 



Definition 4.7. On note V„ le faisceau lisse sur Mq associe a Vn- 

• Dans Ic cadre arithmctiquc Ic revetement universel fip dc la premiere construc- 

T' 

tion est remplace par le torseur 9Jt' — ^ M' du paragraphe precedent. On a un fonc- 
teur de la categoric des representations algebriques du 0'[-^]-schema en groupes 
T(, vers celle des fibres decomposables en fibres inversibles sur M', qui a Wi asso- 

cie le produit contracte 9Jl x Wi ~: Wi, dcfini comme le quotient par la relation 
d'equivalence {mt, w) ~ (m, tw) pour m G 9Jt', t &T( et w & Wi. 

Remarque 4.8. Pour chaque k G Z[Jf'] = X{Ti), notons la 0'[^]-representation 
de T{ associee a k. On a Wi,^ = On pent ainsi redefinir Gk(c, n)^""™ comme 
HO(M',Wi,-«). 

• On suppose que D a nn modele enticr V sur Z[^] (c'est le cas pour D — Gm 

ou Rcsq Gm). Rappclons que le o-fibre projectif de rang deux Ti^^i ~ f*^*A' /m' 
est muni d'un acc;ouplenient parfait symplectique o-lineaire associe an choix d'un 
representant A de la classe de c-polarisations universelle A = o^_,_ • A. On definit 
alors le "D-torseur 

Mt, = Isom^^o„(o <^ Om, ^UomKk) 

au-dessus de M, dont les 5-points sont ceux de lson\g(^Q^{o Cm? A^^giQ^H^j^) 
induisant via A un element de 'D{Os) dans (o Os)^ ■ 
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• On choisit pour modele entier du tore maximal standard T de B \e schema en 
groupes T = TixV. On en deduit un modele entier de B dent T est tore maximal 

standard via (u, e) e T i-^- ^ ^ ^^i ^ . On va definir un B'-torseur SDT^ ^ M' 

a I'aide du o-fibre Wjj^ muni de la filtration de Hodge 

^ a; ^ ^ O ci)-^ ^ 0. 

Soit Lq = ® c* . On munit Lq ® ^^m' de la filtration canonique a deux crans 

associee k B' : C c* (E) Om' C Lq Om' ■ On definit alors commc Ic produit 
fibre de Isom^^o^, (io^jOM', H^r) et Isom^^o^, (oOOm', A^^o^,H^r) au-dessus 
de IsompigiOj^^, (o ^m' , ^l(^o j^ji'^dn) ■ C'est un B'-torseur sur M'. 

II definit un fonctcur JFg' de la categorie des representations algcbriqucs du 
0'[^]-schema en groupes B' vers celle des fibres sur M' qui sont des extensions 
successives de fibres inversibles. II est donne par le produit contracte : V 

B' 

V := 9Jt^ X V, (c'est-a-dire le quotient par la relation {mb,v) ~ {m,bv), pour 
m e DJt'is, beB' etvG V). 

Definition 4.9. On note V„ le fibre filtre sur M' image de Vn par Tb' ■ 

• Si W est une C[^]-representation du tore T (sur un C[^]-module libre de 
type fini) on peut la voir comme une representation do S', on faisant agir Ic radical 
unipotent W trivialement. Lc foncteur Tb' associe a un fibre >V decomposable 
en somme directe de fibres inversibles. 

On pourrait egalement construire W a I'aide du T'-torseur OJt' Xm' 

Definition 4.10. Soient n,m & Z[Jp] et c & Z tels que n + 2m = ct. Soit Wn,c 
la representation irreductible de T , donnee par le caractere 

(M,e)eT/xP'h^u"e". 

On note Wn,c le fibre inversible sur M' image de Wn,c par le foncteur Tb' ■ 

• Considerons le modele entier ^ de G sur par 

e = RcsJ GL2 XRes£G„2?- 

On introduit pour finir un ^'-torseur dKgi ^ M' a I'aide de = i?^/*f2^,^^, 
muni de sa connexion de Gauss-Manin qui est integrable. Plus precisement, on 
munit Lq (g) Om' de la connexion plate Id (g) et on pose 

m'g = Isomf^^M' (^0 ® ' ^dR)- 

II definit un foncteur J^g' de la categorie des representations algebriques du 
C[-^]-schema en groupes Q' vers celle des fibres sur M' munis d'une connexion 

integrable. II est donne par le produit contracte : V i-^ := 9Jtg x V, 

(c'est-a-dire le quotient par la relation {fhg, v) ~ (to, gv), pour to € 9Jtg>, g £ Q' et 
vgV). 
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Definition 4.11. On note le fibre d connexion sur M' image de Vn par le 
foncteur Tgi . 

Pour une C[^]-representation algebrique V de G, on peut comparer V^", V, 
V et comme suit 

Proposition 4.12. 1) Sur M' , on a V = et 

2) Sur M^", onaV ^Om Om-- = V^" ^Om-- et V^" O Zp ^ (V)*". 

Pour la demonstration de ce resultat, voir [27] Sect. 5. 2. 2, lemme 9. 



5. Compactifications arithmetiques de la 
variete de Hilbert. 

Dans cette partie nous enongons le resultat principal de [7] en conservant les no- 
tations de cette reference. En particulier, nous utiliserons la notion de (i?, n)- 
composantc C (Dcf.3.2 dc [7]) a qui sont assocics Ics objcts suivants : dcs idcaux 
b, b', a = be, X = ebb' ; une racine de I'unite (c d'ordre I'exposant n du groupe 
b'/b; des groupes d'unites o^, o^, o^-^, o^^; des sous-groupes He = o^/o^, 

i?c,i = 0^ Jol y du groupe (Z /n Z) >< . 

De fagon imprecise mais suggestive, on peut penser a une (ii, n)-composante 
commc a imc orbite sous le groupe de Galois d'une (ii, n)-pointe {loc. cit. pour 

plus dc details). 

Definition 5.1. Un eventail T-admissible S = {T,^)c est la donnee pour chaque 
{R,n)-composante C d'un eventail complet Yp de X*, stable par et contenant 
un nombre fini d'elements modulo cette action, de sorte que les donnees soient 
compatibles aux isomorphismes de {R,n)- compos antes C = C . 

On se fixe un eventail lissc F-admissiblc E = (S'')^. 

Soit Rc = Z[(j'^; ^ £ X]. Soit Sc = Spec(i?c) = Gm (^X* le tore sur Z de groupe 
des caracteres X = ebb' . 

Soit Sc ^ S^c , I'immcrsion toriquc associcc. On rappcUc qu'elle est obtcnuc en 
recollant, pour a ^ if , les immersions toriques affines Sc ^ Sc,a = Spec(i?c,<7)) 
ou Rc,a = e X na]. Soit le complete de Sc,a le long de S^J := 

Sc,a \ Sc et S^c le complete de S^c le long de 5gJ := S^c \ Sc- 

Posons Sc,a = Spec(i?^^^) et = Sc x Sc,a = Spec(i?^^^ ^ij^,, R). Si 

a' C cr, on a une fleche Sc,a' — * Sc,a-- 

Le theoreme suivant est une variante pour le groupe F des theoremes de 
Rapoport [30], et Chai [3]; les modifications necessaires pour son enonce et sa 
demonstration sont donnees dans [7] . 
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Theoreme 5.2. Soit S = {S''}c un eventail T-admissihle lisse. 

(i) // existe un Z[j^^]-sc/iema propre M = Me lisse au-dessus de une 

immersion ouverte j : M ^ M et un isomorphisme de schemas formels 
V ■■ II [S^c/o^) X Spec(Z[4^,Cc]^^) ^ M^ 

(-R,n)— composantes/~ 

ou est le complete formel de M le long du diviseur d croisements normaux d 
l'infiniM\M. _ 

(ii) II existe un unique schema en groupes semi-abelien f : <3 ^ qui pro- 
longe la VAHB universelle f : A ^ M^. Ce schema en groupes est muni d'une 
action de o au-dessus de prolongeant celle sur A. C'est un tore au-dessus de 
W\M^. 

(iii) On a un isomorphisme de Kodaira- Spencer logarithmique : 

f^M5"(dlog oo) S i^J^^j^ ^o^o^ i^efm ^0 ^i^"^)' 

oi^/jjT = e*ri0yjgT, en notant e : & la section unite de f. En outre 

^©/M coincide avec le faisceau des <5-invariants de f^^^/jfT- 

(iv) Le schema 

Mi*=Proj,[^] (®,>or(MT,4*_)), 

est independant du choix de H. Le morphisme canonique n : — > M^* est 

surjectif et equivariant pour I'action du groupe fini 0^_^_/{o^^ D 0^^). Le quotient 
de M^* pour cette action est un schema projectif, normal, de type fini, note M* . La 
restriction a M de la surjection canonique tt : M — > M* induit un isomorphisme 
sur un ouvert dense de M* , note encore M. 

(v) Le schema M*\M est fini et etale sur Z[|^^] et il est isomorphe a : 

II Spec(Z[jji^,Cc]^^). 

(-R,n) — composantes/~ 

Les composantes connexes de M*\M sont appelees les pointes de M. Cependant 
celles-ci ne sont des points fermes que pour les {R,n)- composantes non-ramifiees. 

(vi) La completion formelle de M le long de I'image reciproque 7r^^(C) d'une 
{R,n)-composante non-ramifiee C, est canoniquement isomorphe a 

(^Ec/„„x,„xJxSpec(Z[jji^]). 

Pour Ic (iii), on voit localcnicnt cn passant aux varictcs dc Tate an voisinage 
de chaque pointe que la fleche de Kodaira-Spencer induit un isomorphisme. 



24 



6. Compact ificat ions toroidales des 
varietes de Kuga-Sato 

Dans toute cettc partic, on so limitc an cas du groupc dc niveau F^, {D = Gm) et 
done M^" = Mi>^" de sorte qu'il y a une VAHB analytique universelle M^". 

Compactifications toroidales des varietes analytiques de Kuga-Sato. La 

variete analytique de Kuga-Sato est definie comme le produit fibre s-fois de 
^™ au-dcssus dc M™. Soit M*^" unc conipactification toroidalc de M™, comme 
dans la partie precedente. On note de meme 6^ le produit fibre s fois de 6 par 
lui-meme au-dessus de M™. On veut compactifier ^^'^ en une variete analytique 
^an,s projective lissc au-dcssus dc M^" dc manicrc a cc que Ic schema scmi-abelien 

opere naturellement dessus, en prolongeant Faction par translation de ^'^">* 
sur elle-meme. Le caractere naturel de ce prolongement sera detaille dans Fenonce 
du theoreme 6.4 plus bas. 

Nous procederons en effectuant des compactifications partielles de chaque pointe 
a Faide d'immersions toroidales, puis en recollant ces dernieres on obtiendra la 
compactification cherchee. 

Si on pose (^^^h)* = ^ MWh x (F ® Cy)/{b ® o*)^ la description 

de la VAHB au voisinage de la pointe C = 700, faite dans la partie 2, donne : 

{A^'^hY^ X*\{Wh X {F®cy)/{b®a*y^ {G^(S)X* X {Grn®a*y)/b' 

j-^Tj HBrXWh ^ — X*\Wh = Dj^h^ > G„ <»X* =: Sc 

oil on rappelle que a = be et X = ebb'. 

Legroupe b^xo^ (produit semi-direct donne par (/3i, ..,/3s; {u, €)){(3[, .., (3'^; {u', e')) 
= + f3[u~'^e~'^, .., I3s+ (3'sU~'^e~'^; {uu', ee'))) agit a gauche sur x (a*)*, ainsi 

que sur (F (g) R)+ x (F (g) M)^ par : 

(/?!, ..,/3s; (m, e)) • {q;li, --Js) = [u^eq^uh + u^eq(3i, ...,uls +u'^eqps) 

Notons que cette action est bien definie, car X*b C a*. 

On aimerait ajouter a Gm^X* x (Gm0a*)* une frontiere analytique ^ au 
dessus dc la frontiere analytique £ dc Sc et sur laqucUe x 0^ agit discontinument 
et de maniere compatible avec Faction de 0^ sur £. Le quotient par b** x 0^ de 
Fadherence de q{D^^H) x (Gmfga*)** dans G^^X* x (Gm<8)ci*)'* ^ serait alors 
la compactification particUe de la pointe C (voir la partie 3). 
Le probleme se traduit en le problemc combinatoire suivant : 
Soit un eventail complet S de X^_^ = {0} UR^''^, stable pour Faction de 0^ et 
qui conticnt un nombrc fini d'clcmcnts modulo cettc action. Trouvcr un eventail 
complet S de X^j^ x (aj^)^ stable pour Faction de b* x 0^, contenant un nombre 
fini d'elements modulo cette action et tel que la projection de chaque r € E sur 
soit un des a € S. 
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Soit ^0 u.n element de Xjji de norme minimale. Soit £i, .., Ed-i une base de o^^ 
et posons 11 = {Hie/ I C {1, .., rf— 1}}. Alors I'ensemble S des interieurs des 

P|^g^R-i_ ConVegn(ueCo)i ^-'^^c U dccrivant les sous-cnscmblcs finis dc o^^, est un 
eventail complet de stable pour Taction de et contenant un nombre fini 

d'elements modulo cette action. 

Soit e(i), ..,e('') une base de b et posons H' = {Eie/ e^*^ I I C {l,..,d}}. 
Considerons I'ensemble S" des cones fermes suivants : 

R+ Conv£en;ei,..,e3en' (^(u^e^Co; (A + ei)u£^, .., (/3s + es)w£^)) , 

avec /3 — (w; .., /3s) decrivant (o^/{±l}) x b^. 

II ne suffit pas de prendre les interieurs des intersections finics dc tcls cones 
pour obtcnir I'cvcntail chcrchc E, car I 'intersection de deux cones de Yi" n'est 
pas forcement une face^ de chacun. Cependant, on n'en est pas loin, car une face 
donnee d'un cone de S" ne rencontre qu'un nombre fini parmi les autres cones. 
De ce fait : 

1) si on decoupe un des cones dc E" (en prenant par exemple un point rationnel 
a I'interieur, bien que cela ne soit pas forcement necessaire) de facon que les autres 
cones interscctcnt les nouveaux cones ainsi obtenus en des faccis dc ccs-dcrniers, et 

2) si on decoupe les autres cones en consequence, en translatant le decoupage 
du 1) par le groupe >^ o^, 

alors on obticndra un nouvcl ensemble de cones fcrmcs E' qui sera plus fin que 
S" et dans lequel I'intersection de deux cones sera une face de chacun. 

L'ensemble S des interieurs des intersections finies de cones de E' sera alors 
un eventail complet de x (o^)* stable pour Taction de b* x o^, contenant 

un nombre fini d'elements modulo cette action et tel que la projection de chaque 
r e E sur (F (g) ]R)+ soit un des cr e E. □ 

Quitte a raffiner E, on pourra le supposer lissc. 

Par la meme methode que dans la partie 3 on obtient alors une compactification 
lisse de la forme voulue de A^^'^. L'enonce precis sera donne plus tard dans cette 
partie, dans le cas arithmetique (le cas analytique en decoule par les arguments 
habituels). 



Compactifications arithmetiques des varietes de Kuga-Sato. On rappelle 
que dans cette partie, on se limite au cas du schema de modules fin M = M^, 
de sorte qu'il existe une VAHB universelle A ^ M par le Theoreme 4.1. Soit E 
un eventail F-admissible et M ^ = M ^ D la compactification toroi'dale 
associee, avec D diviseur a croisements normaux. 

Pour chaque entier s > 1 on definit la variete de Kuga-Sato A^ = A x ... x A 

M M 

(s-fois), qui est munie d'un morphisme projectif lisse fs ■ A'' M. 

Le but est de construire (en s'inspirant de [11]) des compactifications toroi'dales 
A^ ^ A^ = A^ ^ E, avec E diviseur a croisements normaux relatif, au-dessus 
des compactifications toroi'dales de M. En d'autres termes on veut obtenir un 
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diagramme : 

\ 



avec fs semi-stable et projectif. 

L'importanco do roxistcncc d'une variete A'^ M pour chaquc valour de 
rentier s apparaitra clairement dans la section sur la theorie de Hodge. Pour 
demontrer le theoreme de degenerescence de la suite spectrale BGG duale vers de 
Rham, on doit en ofFet rocourir, suivant [11], VI.5.5, au thcorcmc dc Dcligne de 
degenerescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham pour fs'.A'^^M. 

L'eventail considere dans la partie precedente pour la compactification analy- 
tiquc no pout pas ctrc rcutilise ici, car la methodc dc [11] utilise des cventails munis 
d'une fonction de polarisation. On utilise la decomposition de Voronoi-Delaunay, 
qui est naturellement munie d'une fonction de polarisation (voir aussi [24]). 

Donnees de degenerescence. 

Definition 6.1. Soient a et b deux ideaux de o tels que ah~^ = c. Des donnees 
de degenerescence, pour la variete de Kuga-Sato consistent en : 

— (polarisation) des morphismes o-lineaires 0^:6^0, 1 < i < s. 

— (fleche tautologique) une forme bilineaire b : b x a ^ Z telle que pour tout 
m£o,a£aetp£b on ait b(m(5,a) = b{P,ma) et telle pour tout 1 < i < s 
I'application soit une forme bilineaire definie positive sur b. 

Soit C une (i?, n)-pointe, donnee par un reseau L de F'^, une suite exacte de 
o-modulcs 0^a*^i^b^Oct unc application o-lincairc injcctivc a : 
n~^£)"Vf"^ ^ n^^L/L. OnassocieaC I'idealX = ab' D ab (voir [7] sections). A 
chaquc (^*, {fj.i)i<i<s) G X'^ x c^, on peut associer des donnees de degenerescence 
4>i ~ 4>tii ctb = b^* , definies par : pour tout a e a, /? € b et 1 < i < s = fiiP 

et b{^,a) =TTF/Q{ea|3)■ 
0n pose C+ = et (7+ = C+ x (a*)". Le groupe b* x agit a gauche sur 
(7+ (de meme que dans (1) le groupe (o ® c*) xi F agit sur Sjp x {F ® C)) par 

(tt, e)(g; h, .., Is) = (w^eg; uh, .., uls) 
{(3i,..,Ps){q;h,-,ls) = {q;li+ f}iq,..,ls+ 0sq) 

Fonctions de polarisation. Le but est de construire : 

• Un eventail T,^ de Cr+ qui est -admissible. 

• Un eventail T,^ de Cr+ qui est x -admissible et tel que pour tout t ^ff , 
il existe a & Yf tel que pri(T) C a. Si de plus cette inclusion est une egalite 
l'eventail sera dit equidimensionnel. 



A 



fs 



■Ms- 



1 

Spec(Z[^]) 
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• Une fonction de support sur , i.e. une fonction (p : Cq^ Q qui est continue, 
convexe, entiere sur X* x (a*)* lineaire sur chaque r G T,^ (done lineaire par 
morceaux), >!i o^-invariantc ct telle que pour tout A > (p{\-) = A(p(-). 

Si de plus (fi est strictement convexe au-dessus de chaque u G S'' (i.e. pour 
tout r e T,^, il existe a e E*^, n e N et T e X x a* tels que 

T = {T= {q, I) e C+\q e CT, rvpiJ) = (l*J)}, 

alors est appelee une fonction de polarisation. 

Decomposition de Voronoi-Delaunay. Fixons une (i?, n)-pointe C, ainsi que 
des Hi £ c+, 1 < i < s. On a ainsi des polarisations = (j)fj,., 1 < i < s. 
Pour tout clioix de (3 = (/3i)i<i<s e b*, on definit une fonction : 

l<i<s 

L'application xp est la composcc de 

{q,li,..,ls) 1-^ ^ qmPl +2liiiij3i 

l<i<s 

avec l'application trace Tr^yQ : F — > Q. 

On pose pour 1 = {q,l = {li,..,ls)) € (7q + 

<P(0 = ™nx/3(r), 

L'application (/? est 1-tordue, au sens do [11], car pour tout /3 € b* on a 

</?(/?• (a,0) = min x^(' ((?, ^ + 5/3) = min X/3+/3' (g, - X/siqJ) = v(0 - Xp(l) 
/3'eb-' /3'eb= 

Pour CT € S fixe et *B C b^ un sous-ensemble fini on definit : 

Ta,^ = (1 = {q,l) &C+\qea, V/3 e » xMO = <^(0}- 

Proposition 6.2. L'eventail S = {tj^^qs} est wn eventail complet x 0^— ad- 

missihle, equidirn,6nsionnel de C+ (p est une fonction de polarisation 1-tordue. 
II existe une subdivision lisse de E, muni d'une polarisation k-tordue, pour un 
certain k> 1. 

On se propose de calculer Taction de b* x 0^ sur l'eventail E. 

Pour /3 S b** on a xp{qJ) = si et seulcment si pour tout ,e S b** on a 

X0+e{q, I) - X^iQ, I) = Tvp/q{e{2l + g(2/? + e))/x) > 0. On en deduit 

T„,^={{q,l) eC+\qGa, V/3 e 5B, Ve e b" TrF/q{e{2l + q{20 + e))ii) > 0}. 
Pour tout u G 0^ on a M • To-,<8 = 

= {iu^q,ul) €C+\q€ a, V/3 G », Ve G Tip/Q{e{2l + q{2(3 + e))ii) > 0} = 
{{u^q,ul) G C+lu^q G u'^cT,y/3,yeTvF/Q{u-'^e{2ul + u'^q{2u-'^f3 + u-^e))ii) > 0} 
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Si y G on a y • T„^fs = 

= {{q, l + qy)& C+\q e (t, V/3 e 5B, Ve e TVj./Q(e(2/ + g(2/3 + e))^) > 0} 
= {{q,l- 2qy) €C+\qG a, V/3, Ve Trp./Q(e(2(/ + qy) + q{2{(3 - y) + e))^) > 0} 

= Tcr,Q3-I/- 

Le diagramme suivant decrit Faction de xi sur I'eventail S. 

^u^i7,u~^^—u~^y 

Modeles relativement complets faibles. On introduit la notion de modeles 
relativement complets faibles polarises dans le cas totalement degenere qui nous 
interesse (voir [11] VI.1.7, ainsi que la partie 2 de [28]). 

Soit R, un anneau excellent, integralement clos, noetherien, complet pour la 
topologie /-adique, pour un ideal radiciel / = a/T. Soit K le corps des fractions 
de R. Soit 5 = Spec(i?), rj son point generique et 5*0 = Spec(i?//) le sous-schema 
ferme defini par /. 

Considcrons Ic tore dcployc G = {Gm ^ a*)" x S = Spcc(i?,[X"; q G q''']) sur 
S. Un ensemble de periodcs b* C G{K) cquivaut a la donnec d'une application 
bilineaire non-dcgencree b" x a" if^, (/?, a) ^ X°'{P). Une polarisation cj) sur 
I'cnscmble des periodes b* est la donnee d'un homomorphisme o-lineaire </> : b* — > 
a% tcl que : 

(i) X^^'^H/?') = X'^^'^'H/?), pour tout 13,13' € b^ 

(ii) X'^('5)(/3) e /, pour tout 13 eb' \{0}. 

Definition 6.3. Un modele relativement complet faible polarise de G, par rapport 

a (b*,0), est la donnee des elements suivants : 

(a) Un schema integre P, localement de type fini sur R, dont la fibre generique est 
isomorphe a G^. 

(b) Un faisceau inversible C sur P. 

(c) Une action du tore G sur (P,C), etendant I'action par translation sur la fibre 
generique et son faisceau structural. On note cette action Sg : P ^ P, S* : C ^ C, 

pour tout point fonctoriel g de G. „ „ „ „ 

(d) Une action de b* sur (P, C), notee Tp : P ^ P et : C ^ C, etendant 

I'action de b* sur Gr, par translation (via b* C G{K)). 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) II existe un ouvert G-invariant U C P de type fini sur S et tel que P = 

(ii) jC est ample sur P, au sens que les complements des lieux des zeros des sections 
globales r(P, £®"), n > 1, forment une base de la topologie de Zariski de P. 

(iii) Pour toute valuation v sur R{G) (le corps des fonctions rationnelles sur G), 
qui est positive sur R, on a : 



T(T,!8-y 
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V a du centre sur P <=> pour tout a G a*, il existe /? G avec ?;(X"(/3)X") > 0. 

L'intcrct dcs niodclcs rclativenient complets faiblcs polarises {P,C) est qu'en 
suivant les Heches du diagramme : p '=°"'p''^*'°" ^ 



quotient formel par b 



■1 



<P 

algebrisation 

Ton peut construire "le quotient" (-P, £) de {P, C) par le groupe des periodes b" . 
Nous allons utiliser cette construction dans le theoreme suivant. 



Enonce du theoreme. Soient /Zj G c+, 1 < i < s. Soit A'^ = Axm- ■ - ^mA. Soit 
S = (E'')c un eventail complet et lisse de Cr+ qui est -admissible et soit S = 
{tf)c eventail complet et lisse de Cr+ qui est x o^-admissible, equidimensionnel 
au-dessus de E et muni d'une fonction de polarisation fc-tordue ip. 

Theoreme 6.4. E existe un 'L[^^^]-schema A^ = A~, propre (et meme projectif) 

sur M = My:, rn,uni d'un faisceau inversible ample C tel que: 

(i) A'^\m = A'^ est la variete de Kuga-Sato universelle au-dessus de M et 
jC\^s s'identifie avec la puissance tensorielle k-ieme du faisceau inversible ample 
'S)iPT*Cfj_., oil pour 1 < i < s, pr^ : A'' A designe la i-ieme projection et 
L^i^ designe le faisceau ample inversible canonique sur A, obtenu par pull-back du 
faisceau de Poincare par le morphisme (id^, A o (id^ (g) /Zj)). 

(ii) A'^ possede une stratification naturelle parametree par S/(b^ xi 0^). 

(iii) Le schema A" est lisse sur Zl^] et A"^ \A'' est un diviseur a croisements 
normaux relatif sur M. Le morphisme fs'-A^^M est semi-stable. 

Supposons que pour tout a gT,, il existe t gJI tel que a x {0} = r. Alors : 

(iv) Le schem,a, semi-abelien est contenu com,m,e ouvert dense dans A^ et 
la restriction de L a coincide, comme dans le (i) avec la puissance tensorielle 
k-ieme du faisceau inversible ample canonique 0ipr,*£p;. De plus 0* ^ M agit 
sur A'^ en prolongeant I'action de A^ sur lui-rnem,e par translation. 

(v) Le faisceau fi^^_(dlogoo) est isomorphe d fg 

(vi) Pour tout couple d'entiers a,b>0, on a des isomorphismes canoniques 

Dans le reste de Particle on abregera r2^^-jg(dlog oo^^jg-) en n^^_(dlog oo). 

Remarque 6.5. La canonicite des isomorphismes de (vi) montre en particulier 
que les faisceaux R"" fs^, t\ ^^/]g('^l'-'S oo) sont : 

1) independants du choix de la compactification toroidale de A'^ choisie, 

2) munis d'une action naturelle de (5* et de o, 

3) localement libres sur Oj^^ o. 
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Demonstration du theoreme. On construit P = ^*^en suivant les etapes de 
[11] VI. 1 : Pour chaque (i?, n)-pointe C la projection de sur nous donne un 
morphisme d' immersions toroi'dales (voir [23]) : ^S~c 

\ r 

Sc^ S^c 

ou Sc (resp. Sc) designe le tore deploye de groupe des caracteres X (resp. X x a*). 
Le morphisme 5gc — * S-^c est equivariant pour Taction des tores Sq — » Sc et pour 
I'action des groupes x ^ o^. 

II est crucial de noter alors que : _ 

— la fonction de polarisation ip : C+ — > Z induit un faisceau inversible relative- 
ment ample C sur S^^c 

(voir [23]). 

_ — le fait que est fc-tordue nous donne, pour tout /? e et tout point g de 
= (Gm Oa*)^ la relation 

qui est similairc a ccllc imposee en plus dans la definition des modeles relativement 
complets (voir [28]2.1(iv)). 

— pour tout a \e pull-back de (S^cC) par le morphisme Sc,a Sy.c est 
un modele relativement complet faible polarise du tore x Sc,ai relativement a 

(t'^(^^'^Jl<i<s)• 

Ainsi, par le resultat principal sur ccs modclcs [11] VI. 1.10, on obticnt un 
schema propre sur Sc,a[J^^^ Cc]i prolongeant le pull-back A% dc la varictc de 
Kuga-Sato universelle a '^^^^[jj^, Cc]) et un faisceau inversible ample sur P^, 
prolongeant le faisceau inversible ample canonique (g)ipr|£jui de A%. 

Par compatibilite des immersions toriques, comme dans [11] IV. 3 p. 104, on 
obtient un schema propre 

5c:Pec-S^c[mM'Cc]. 

appele le "&on modele formel compact en la pointe C, et un faisceau inversible 
ample L^c sur P^c. Le couple {P^^c^C^c) descend a S^c/o^ x Spec(Z[jq^, (^c]^'^). 

On pcut alors algebriser et recoUer ces schemas, ainsi que les faisceaux in- 
versibles amples, pour obtenir un morphisme / : P — > M et un faisceau inversible 
ample C sur P, de sorte que : 

1) / est projectif sur M, 

2) on a canoniqucmcnt P\m = -4**, 

3) le schema semi-abelien 6** agit sur P en prolongeant Faction par translation 
de sur lui-meme au-dessus de M, 

4) si pour tout C, T,^ contient les a x {0} pour tout cr S S'', le schema (S* est 
muni d'une immersion ouverte j : (S* ^ P d'image dense dans P, et le faisceau 
j*jC coincide avec le faisceau ample canonique sur 0* associe a (/xi, . . . , /x^), via la 
c-polarisation canonique sur le schema semi-abelien 0* prolongeant celle de A^. 



31 



5) Pour tout cone t ^ ff et a & if , avec = la completion formelle de 

P — > M le long de la r-strate (au-dessus de la cr-strate de M) s'identifie, localement 
pour la topologie etale, au morphisme d'immersion toriques 

Sc,T Sc,a- 

Remarque 6.6. 1) Le qualificatif "faible" fait reference au fait que la construc- 
tion de P a partir de G, Men que du type de celle de Mumford ( com,pletion. quotient 
par les periodes, puis algehrisation) , ne suppose pas que le schema P associe au 
tore deploye G contienne ce tore, (on a encore cependant Gn = Pr/)- 
2) j : ^ P n'est pas une immersion toroi'dale au-dessus de M. 

On pose = P. II reste a verifier les enonces (v) et (vi) du theoreme. A 
partir de j : <8^ ^ A'^, on obtient j* : 0^^-^(dlog oo) — > ^^^s/jj l^i induit un 

isomorphisme sur f/e*n^^^^jj = fs*{iil0/M®^), d'ou le (v). 
Le (vi) se deduit a partir du (v) et du cup-produit 

a 

f\R'TsAo^)^R''Ts.{o^) (7) 

Pour montrer que cette fleche est un isomorphisme on se ramene d'abord par 

completion aux bons modclcs formcls compacts (voir VI. 1.11 dc [11]), qui perme- 
ttent de remplacer le morphisme fs : A^ ^ M par les morphismes d'immersions 
toriques 

9 ■ Sc,T Sc,CT- 

On exploite alors Taction de G sur i^sc ^ permet de calculer la co- 
homologie des immersions toriques comme au bas de la page 208 de [11]. □ 

Les points (v) et (vi) du theoreme precedent sont en partie consequence du fait 
plus general suivant que le complexe i?/^r2^^— (dlog oo) ne depend pas du choix 

de la compactification toroi'dale A (voir le lemme VI. 3. 4 dc [11] qui se transpose 
sans changement a notre cas). On en deduit en particulier que le fibre Ti^jR 
depend pas du choix de la compactification toroi'dale A au-dessus de M et qu'il 
est muni d'lmc action dc o. En fait, si on pose Jm '■ M ^ M , alors TY^r s'identifie 
au sous-faisceau de jM*'H\Yi{A/M) des sections ©-invariantes de Hjj^(6/M). 

La suite spectrale de Hodge vers de Rham logarithmique fournit une suite 
exacte courte 

^ 7.n^/M(dlog oo) ^ ^ R'7*0^ ^ 

qui est, cllc-aussi, indcpcndantc dc A. La filtration de Hodge sur est done 
independante de A. On a la premiere partie de la 
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Proposition 6.7. Etant donne un T-eventail complet S de C^, le fibre Ti^R 
depend pas du choix de la compactification toroidale A au-dessus de M; il en est de 

meme pour sa filtration de Hodge et pour sa connexion logarithmique prolongeant 
la connexion de Gauss-Manin. II est muni d'une action naturelle de 25 et de 
0. La connexion de Gauss-Manin logarithmique est compatible avec la fleche de 
Kodaira-Spencer 

^@/M i^@/M '^^"^) ^M(dl0g OO). 

Demonstration : On demontre que la connexion de Gauss-Manin possede un 

prolongcmcnt indcpcndant dc A ct que cc prolongcmcnt est unique. Pour une 
compactification donnee A, on peut definir la connexion de Gauss-Manin loga- 
rithmique (voir la section 2 de [22] dans le cas non- logarithmique) comme suit. 
Posons Fir n^(dlog oo) = im(7*Oiy(dlog oo) O Q^'(dlog oo) ^ r2^(dlog oo)) et 
considerons la suite exacte de complexes 

^ Fil^ / Fil^ ^ Fif I V\? Fil° / Fil^ (8) 

La connexion de Gauss-Manin s'idcntifie alors au morphisme connectant 

i?7*gr°^i?'7* gr^ 

Si I'on pose Fi^ = Fil' f7j5(dlog oo) = im(7*f7iy(dlog oo) ® f7^-^(dlog oo) -> 
r20(dlog oo)), oil le dlog oo n'est relatif qu'aux poles le long du diviseur vertical 
/ oo de 0, on peut identifier (8) a la sous-suite (exacte) des (S-invariants de 

^ Fill I File ^ File / Fil® ^ Fil° / Fil^ ^ 0, 

qui ne depend pas de A. Encore une fois, ceci resulte de ce que la connexion de 
Gauss-Manin sur A est ^-invariante; elle se prolonge done localement de fagon 
unique via ridentificationHdR = W^R(6/M)®. □ 



7. Applications de la compactification 
toroidale arithmetique 

Irreductibilite du schema Fp (p f A). Le schema M est geometriquement 
irreductible sur Z[^]. II en est de meme pour le 7i-torseur 971 sur M. 

La demonstration est la meme que dans [11] IV. 5. 10 : la fibre generique de 
M est geometriquement connexe par la description transcendante de M^^ et le 
principe GAGA; il en est de meme pour la fibre generique d'une compactification 
toroidale M. Soit a : M ^ S = Spec(Z[^]) le morphisme structural. Ce mor- 
phisme est lisse done plat. II est propre done a^Ojj est un Z[^]-module de type 
fini. Par platitude, ce module est fibre de rang r. En passant a la fibre generique, 
on voit que r = 1 parce que cette fibre est connexe (et propre). Le Theoreme de 
Connexite de Zariski montre que la condition a^^O^j = Z[^] entraine la connexite 
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des fibres M (g) Fp (p | A) . La lissite de M (g Fp entraine alors I'irreductibilite 
geometrique de M (g) Fp. 

Prolongement des fibres automorphes. On peut rcprendre la construction de 
fibres automorphes de la partie 4 a I'aide de torseurs sur M. Dans ce paragraphe 
on se place au-dessus de 

On commence par le cas dc M^. Fixons un eventail F-admissible lisse {'Sp)c et 
une compactification toroidalc = M^. Soit / : © ^ le schema semi-abelien 
construit sur M^. Rappelons que Ton pose lo^j-j^ = e*^^|gyJ^^, ou e : ^ 
designe la section unite. On a ijI^jj^ — Ojjr <?> o localement pour la topologie de 
Zariski (voir [7]). 

Alors 93T^ := Isom^^jr ((^j^r'Si OjLo^^jjrj est un 7i-torseur de Zariski sur M^. 

Un point de OW^ est un couple {x,co) constitue d'un point x G M^, et d'une 
(o (g) OjjT)-hase w de ui^/jji. 

Comme dans la partie 4, le o-fibre inversible !Jl0/jp descend en un o-fibre 
inversible sur M, note encore w. Alors le 7i-torseur de Zariski 

Tt = Isomjg^ (Ojj (g) 0, 

prolonge le 7i-torseur 9Jl sur M, defini dans la partie 4. 

Soit O' I'anneau des entiers de F^^^{^/e, e e o^_,_). 

Pour tout Z[^]-schema Y, on pose Y' = Y x Spec(0'[^]). 

On a un foncteur des representations algebriques du 0'[^]-schema en 
groupes T(, vers les fibres decomposables en fibres inversibles sur m', qui a W 

associe le produit contractc OK x VF =: W 

Si Wst est la representation standard de Tl (i.e. o ® 0'[^] avec action de o^), 

on a Wst = w^- Pour tout caractere k, vu comme O'-representation de T(, on 

, r/ 

obticnt le prolongement canonique de u/" = yVi-^ a M, comme 9Jl x 0'[^]{—n). 

Pour alleger les notations, on note encore u/^ le prolongement canonique de a;** 
aM. 



Principe de Koecher. Dans toute cette partie on suppose F ^ Q. Pour tout 
poids K e 1\Jf\ et pour toute Z[^]-algebre R contenant les valeurs de k, on a : 

Theoreme 7.1. (Principe de Koecher [30] 4-9) 

r(M X Spec(i?),w'") = r(M X Spec(i?), w'*) 

Demonstration : II suffit de verifier I'holomorphie d'une section globale de u/^ 
le long du diviseur a I'infini de M. II suffit done de montrer que pour toute (i?, n)- 
pointe C, les sections globales meromorphes du pull-back de w'^ sur S^c x Spec(i?) 
qui sont o^-invariantes sont holomorphes. Le pull-back de w sur S^c x Spec(-R) 
est canoniquement isomorphe a a (g Os^ (g R- On peut done identifier une section 
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meromorphe de a une serie fc = ^^^x'^il^' telle que pour tout (m, e) G 
d'apres (5) on a a„2g^ = u'*e^"^'^^/'2^^"^".«^oj. Supposons que fc ne soit pas 
holoinorphc. II existe done non totalcmcnt positif tcl que 7^ 0. C'est done 
qu'il existe € X^_^ avee Tr^/Q(^o?o) strictement negatif. Comme F 7^ Q, on 
peut choisir des unites {u, e) G 0^ de maniere a rendre la quantite Trp'/Q(M^e^oCo) 
arbitrairement proche de — 00. Soit a un cone polyedral de T,^ contenant ^q. Par 
definition de , on voit que fc n'est pas meromorphe sur , ce qui est absurde. 

gr-developpement. Pour allcger les notations on se cantonne au cas des pointes 
non-ramifiees. Voir la partic 8 de [7] pour le cas general. Soit k € Z[Jp] et soit R 
une C[^]-algebre, ou O' designe I'anneau des entiers d'une cloture galoisienne de 
F. Soit C une {R, n)-pointe uniformisee non ramifiee; posons 



l_4ex+u{0} ) 

Comme le pull-back de u sur S^c x Spec(i?) est canoniquement isomorphe 
a (S) (g) i?, on a 



et 0^**^ := (a® O') est un C-module inversible. 

On peut done associer a toute forme modulairc de Hilbert / de poids k, niveau 
r definic sur R, un clement fc € a'^"^ ®o' R'cHR)- 

Definition 7.2. La serie fc est appelee le q-developpement de la forme f en la 
pointe C. On note evc,K I'application f ^ fc- 

Le principc du (7-dcvcloppcment en une pointe C non-ramifiee s'enonce alors : 

Proposition 7.3. Pour toute 0'[^]-algehre R, 
1) I'application 



2) pour toute inclusion R C R' d'algebres, si f £ GK{c,n; R') et fc & o^*^' (gc 
R'c \R), alors f G G«,(c,n;i?). 



L'enonce 2) dans le cas de I'anneau nul R = redonne 1). 
Demonstration : Les deux enonces resultent du suivant: soit R un groupe 
abelien; I'application f ^ fc'- 






® R] est un O5A (g) i?-module inversible 



evc,« : G«(c,n;i?) ^ o^-^^ <»o' R^c\R) 



est injective, 



H°(M,w''(gE) ^ a' 



.(«)®i?[[g«;Ce^+u{0}]] 
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est injective (on utilise le principe de Koecher pour passer a M). 

Par commutation des deux membres aux limites inductives, on se ramene 
aisement au cas i? = Z ou i? = Z /rZ. Par I'irreductibilite geometrique de 9Jl 
sur Z[-^], une section globale s de u/^ sur M (g) Z/r Z est nuUe, si et seulement si 
son pull-back a la completion de M Z /rZ le long d'un diviseur est nul. Soit C 
unc pointc; S^c/o^ s'idcntific a la completion dc Ms Ic long dc Tr~^{C). II suffit 
done que le pull-back de s a S^c/o^ soit nul. C'est-a-dire que evc,K,{s) soit nul. 



Remarque 7.4. 1) L'application eve, somme des evc,K., 

G(c,n;i?)= G,{c,n;R)^ R(^Z[[qi;^€X+U{0}]] 

k^^Jf] 

n'est pas injective en general comme le montre I'exemple de F = Q, R = ¥p, 
F = SL2(Z); le noyau de eve ^ idFp 

0G,(c,n;Fj,)^Fp[[g]] 

est I'ideal engendre par Ep^i — 1. 

2) Pour F totalement reel quelconque, le noyau de la fleche eve (g Fp d ete 
calculee par Goren (voir [13] Chap. 5, Corollaire 4-5). 

3) En fait, si R est une Z-algebre sans torsion, cve est injective grace au 
theoreme de Dedekind d'independance lineaire des caracteres distincts. 



Prolongement de fibres filtres et a connexions. Fixons un eventail ad- 
missible principalement polarise (E, ^) pour A au-dessus de I'eventail admissible 
S = (S'') fixe pour M^; on a ainsi un morphisme de compactifications toroi'dales 
f : Afi prolongeant f : A^ M''-. 

Dans ce qui suit, on posera pour abreger Q^^-^(dlog oo) = f2^^-^(dlog oo^^jjr) 

et H^ji = ii^ /^0^^.^(dlog oo). Ce dernier faisceau est localement libre de rang 

2 sur (E) OjjT- En outre, il est muni d'une filtration a deux crans donnee par la 
suite spectrale dc Hodge vers dc Rham : 

^ 7*"3/Mr(dlogoo) ^ R'7.0^ 

Par le theoreme 6.4(vi), on a des isomorphismes canoniques de faisceaux 
7*%/Mr(dlogoo) - o;^/^ et ii^.O^ = ui^^j^ cO"!. 

La filtration de H^^^ se reecrit done Fil'' — H^p^, Fil^ TY^j^ = oj^gjjp et 



Comme dans la partie 4 le fibre Ti^ji descend en un fibre sur M jouissant aux 
memes proprietes. 
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On dcfinit un P-torseur Tlv — lsom^^Q_{o Ojj, a1^q__H^yi) au-dessus de 
M, dont les S'-points sont ceux de Isoino0ci_(o (g) Ojg-, /\1^0_h\ji) induisant via 
A un element de 'D{Os) dans (o (g) Os)^. 

On definit un B-torseur VJls M comme le produit fibre de DJl-p et de 
Isom^^c^((o OMf,n^n) au-dessus de Isomo0c>_(o O Oj^, aI^^JH^-i^). 

II definit un fonctcur J^b' dc la categoric dcs representations algcbriques du 
C[-^]-schenia en groupes B' vers celle des fibres sur M qui sont des extensions 

_ B' 

successives de fibres inversibles. Le foncteur est donne par V i-^ V := OJlg' x V. 
Si Vst = est la representation standard de B, on a Vst = '^dR- 

Definition 7.5. Pour tout poids algebrique k et n,m G '^[Jf] comme dans la 

definition 2.12, on note Vn et Wn,c les prolongements a M construits a I'aide de 
Tjs' des fibres V„ et Wn.c des definitions 4.9 et 4.10. 

Remarque 7.6. 1) Pour toute 0'[-^]-representation algebrique V de B' , le fibre 

V est le prolongement de Mumford de V, c'est-d-dire que son pull-back a, toute 

j 

carte locale donnee par une immersion torique Sc ^ ^c,ag est engendre par les 
sections Sc -invariantes de V. En effet, c 'est vrai pour par la proposition 6.7 
et done pour tout les fibres obtenus par plethysme a partir de Ti^R- Ceci implique 
par exemple, que pour tout un poids algebrique k et m,n € Z[Ji?], comme dans la 
definitions 2.12, le foncteur !F b' foumitsurC ( surQ ou surQ^J le prolongement 
de Mumford de Sym" Wjj^ O (A^H^j^)®™ et de lu^. 

2) Rappelons que sur une cloture galoisienne F^^' de F, on a en posant 

Wdfl,r,Fsa. = ®F,r F^-\ = U ®F,r F^-\ 

Sym" K^^p,.. = (g) Sym"^ W^^,,_^,ai, et = ^ Sym^^ ■ 

T T 

3) Soit p premier ne divisant pas A. Le foncteur Tb rie donne le prolongement 
de Mumford des faisceaux R'^ f^^il^^j^^ sur M(^'Zp que lorsque s < p. En effet, pour 

tout s < p, Illusie [20] a montre que ii*/r2^^-p-(dlog oo) est libre sur (o (g) Ojj-). 

II en resulte que le foncteur Ts' fournit le prolongement de Mumford de M iSiZp 
dMigiZp des faisceaux Sym" W^j^ O (A^W^j^)®"* lorsque p-l> J^A'^r + !)• 

On definit de plus un G-torseur de Zariski : 

On definit ainsi un foncteur de la categorie des representations algebriques 
de G sur vers celle des fibres sur M munis d'une connexion integrable 

a singularites logarithmique et dont la reduction modulo p est quasi-nilpotente 
en chaque p f A (voir [27] Sect. 5. 2). On observera d'ailleurs que I'utilisation du 
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torseur SJlv defini ici aurait simplifie substantiellement la presentation de la partie 
5.2 citee en rendant la partie 5.2.3 inutile. 

Definition 7.7. Pour tout poids algebrique n et n,m G Z[Ji?] comme dans la 
definition 2.12, on note le prolong ement d M du fibre construit dans la 
definition 4.11. 

Decomposition de Hodge- Tate de H*(M ® Q^, V). Dans cette section, nous 
ne considerons que la filtration de Hodge dite aussi F-filtration (et son gradue 
associe). C'est-a-dire que la filtration par le poids dont les gradues sont purs 
est ici ignoree: les gradues que nous faisons apparaitre sont encore munis d'une 
filtration par le poids. 

Sur C : Nous remercions H. Hida pour avoir attire notre attention sur le point de 
vue transcendant suivant. Soit V une Q-representation de G, de systeme local sur 
M*^" associe V. On a GL2(FoR)/(F®R)><02(i^®M) = SL2(F(g)K)/S02(-F(8)M). 

Par cette identification on voit que ^ ^ ^^^^ ■ z = — z; 

Le groupe de Weyl de G, Vl^ = 02{F ®R)/S02{F ®R) ^ {±1}-^^ agit done sur 
(M^", V) : si ej = (-Ij, lj)eWetz= {zj, z-j) e ^f, ej ■ {z, v) = {{-zj, z-j), v). 

Sur E'CM"*", Vc) = H*(M™, V)(8)C, on a done Paction de W d'une part et celle 

de la conjugaison complexe c sur les coefiicients de I'autre. Soit e,- = (—In 1^) S 
W . On decompose en cspaccs proprcs pour Taction des e,- ® c: 

H*(M'^'^,Vc) = H'''^(M'^'^,Vc) 

JCJf 

oil, en notant xj la fonction caracteristique d'une partie J de Jf, on a 

H^'^(M"", Vc) = {x; {er O c){x) = 

Cette decomposition est plus fine que la decomposition donnee par la filtration 
bete: pour tout entier a tel que < a < d, on a 

grgg,, H''(M-, Vc) = H-^'^(M-, Vc) 

J(Z J F ■,ca.rd{ J)=a 

Si F = Q , Jq = {idq} et V = Q, la decomposition de Hodge de R^{M'''', C) en 
jjj(j,0(^a„^q = Hi'" = H"(Af'^"*,17Man(dlog oo)) ct H'''"^a(Af^"*,C) = HO'^ ^ 
jji^jy-an^ O^), Oil M'^'^* designe la compactification toroidale, qui coincide ici avec 
la compactification de Satake. 

On voit a I'isomorphismc d'Eichler-Shimura, on voit que la partie Eisenstein 
du H^ est concentree dans Ic H^'". 

Cette decomposition de nature transcendante a un parallele algebrique sem- 
blable au Tli.5.5 Chap.VI de [11]. La simplicite de I'ecriture ci-dessus vient de ce 
que le groupe derive de G(R) est un produit de copies de SL2. 
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Sur Qp : Soit p un nombre premier et Vn la Qy-representation algebrique de 

G definie dans (6). On peut lui associer un faisceau lisse V„ sur Q et des 
^ 

fibres V„, (resp. V„ ) sur 55 Qp qui sont filtrcs (resp. a connexion a singularites 
logarithmiques integrable et quasi- nilpotente). 

La demonstration de la degenerescence des suites spectrales des Tli.5.5 et 6.2 
du Chapitre VI de [11] dont Ics tcrmes Ei sent donncs en termcs du complcxe de 
Bernstein-Gelfand-Gelfand (dualise et faisceautise) s'adapte au cas de la variete de 
Hilbert. II est important de noter que c'est la demonstration de ce theoreme qui 
rcquicrt I'utilisation des compactifications toroidales dc toutcs les puissances dc la 
variete de Kuga-Sato et pas seulement de la puissance premiere. En effet, par un 
theoreme de Deligne [5] Sect. 3.2, la suite spectrale de Hodge vers de Rham 

Ei'^' = W(A^, f^^(dlog oo)) ^ W+^{n^{d\og oo)) 

degenere en Ei. On en deduit comme dans [11] p. 234 la degenerescence en Ei de 
la suite spectrale 

Ei'^' = W+^{W,gvUR'f,^Q'-^^^{dlog oo) ® 0^(dlog oo))) => 

=> ff+^"(i?^/,.f7^/^(dlog ^) ® r!^(dlog «.)), 

oil la i^-filtration est obtenue en faisant le produit tensoriel des dciix filtrations 
de Hodge. En prenant s = nod, le fibre V„ est par plethysmc (voir [27] Ap- 
pendice II) un facteur direct de {R^ f*Q^^j^{dlog oo))®* qui, par la formule de 

Kiinneth. est lui-mcme un facteur direct de R'^ fs*^- rfdlog oo). On en deduit 

la dcgcncroscence en Ei de la suite spectrale dc Hodge vers de Rham 

= W+HW, grV(V„ ® r!^(dlog (x.))) ^ W+^iW,Vn f^^(dlog (X))). 

Par le Theoreme de comparaison de Faltings [10], la Gal(Qp/ Qp)-reprcscntation 
H* (M^ (8) Qp, V„) est de de Rham et pour toute compactification toroi'dale f : 
de / : ^ — > M^, on a un isomorphisme canonique 

H*(Mi ® Qp, V„) ® BdR ^ B'{W,Vn fi^(dlog oo)) ® BdR- 

Les poids de Hodge- Tate de H* (M^ (g)Qp, V„) sont done donnes par les sauts de 
la filtration de Hodge sur H*(Mi, Vn (S) ^^(dlog oo)) venant de la suite spectrale 
ci-dcssus. Nous allons calculcr ccs derniers comme dans [11] Th.5.5 ou [27] a I'aide 
d'un sous-complexe facteur direct de Vn (8 fi^(dlog oo), appele le complexe BGG. 
Avant d'enoncer le theoreme nous allons introduire quelques notations. 

On identifie I'ensemble des parties de Jp avec le groupe de Weyl W de G, en 

associant k J C Jp I'element ej = (— Ij, Ij) S W. Pour tout J C Jf on pose 
PiJ) = Er e J (^0 - "ir - 1 )t + X^reJpX J msmc, pour a = Y^^-^j^arT G 

'^[Jf], on pose |a| = Etsj^- ^ ^- complexe BGG est defini comme : 

^n= ^ y^ejin+t)-t,no- 
JCJF,\J\=i 
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Soit ^ = (( )Xei ^ + i) - t,no)iH) = 

|p(J)| ; en effet Ic caractcrc do T corrcspondant a (n; no) est donne par la formule 

( 2 ) ^ a^not+n)/2^{not-n)/2^ ^-^g- p^^^ ^^^^ T G Jp OU & 

-(e.(n. + 1) - 1; no)(i?) = | ^ = fco - - 1, si e. = -1( ^ r e J). 

La F-filtration sur /C* est donnee par Fir/C* = 0jcjj.,|p(7)|>i Wej(n+t)-t,no- 

Theoreme 7.8. (i) On a un quasi-isomorphisme de complexes filtres 

< w V„ ® f^^(dlog 00). 

(ii) La suite spectrale donnee par la F-filtration 

= W+^-\'\ {WMAn+t)-t,no) ff+^ (MT, V„ ® 0^(dlog oo)) 

JGJFMJ)\=i 

degenere en Ei. 

(iii) Pour tout entier j, < j < d, les poids de Hodge-Tate de la representation 
p-adique W{M^ ig) Qp, V„) appartiennent a I'ensemble {\p{J)\ , \J\ < j}. 

Ce theoreme admet un coroUairc, donnant dcs proprictcs p-adiques des representations 
galoisiennes associees aux formes modulaires de Hilbert. Prenons G = ResQ GL2 
de sorte qu'on connaisse I'existenee de ces representations gafoisiennes. Soit / e 
GkIc^w) une forme de Hilbert cuspidalc pour Rcsq GL2 propre pour tous Ics 
operateurs de Hecke, primitive de poids algebrique k (voir 2.12). Soit pf la 
representation de Gal(Q/i^) dans GL2(Qp), associee a / et a un plongement de Q 
dans Qp. Soit Wf la /-partie de Hf (Mq, V„(Qp)). Soit F la cloture galoisienne de 
F dans Q. Pour tout t G Jp on note fr le conjugue interne de / par r. D'apres 
un resultat de Brylinski et Labesse [2] les semi-simplifications des restrictions a 
Gal(Q/F) des representations Wf et (g) p/^ sont isomorphes. 

tEJf 

En prenant les invariants de la F-filtration de V„ fi^(dlog 00) par le groupe 

de Galois du revetement etale M, on obtient une filtration sur le complexe 

Vn (El 0^(dlog 00) sur M, appclcc encore F-filtration. De mcme, on dcfinit le 

complexe BGG sur M en prenant les invariants du complexe BGG sur M^. La 
suite spectrale associee est donnee par invariants de la suite spectrale du Theoreme 
7.8 (ii). D'oii la premiere assertion du 

Corollaire 7.9. (i) La suite spectrale donnee par la F-filtration 
Ei'^' = ff+^-l-'l(M, W,,(„+t)_t,„J ^ ff+^(M, V„ %(dlog cx))) 

JCJFMJ)\=i 

degenere en Ei . 
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(ii) Les poids de Hodge-Tate de Wf sont les entiers \p{J)\, J C Jp, comptes 
avec multiplicite. 

Demonstration : (ii) On a Wej(„+t)-t,„o = Det^'^'^^ 

II resulte du theoreme 7.8 (comme dans [11] Th.5.5 ct [27] Sect. 2. 3) que les 
sauts de la filtration de Hodge figurent parmi les |p(J)|, J C Jp- De plus, 

grlp(J)l H'^(M, V„ ^^^(dlog oo)) = H'^-l'^l(M.a;-^^("+*>+* $^ Det^^-^)). 

D'aprcs [8] Cor. 2. 7 la suite spectrale est Hecke equivariante. II sufRt done de 
voir que pour tout J C Jf, le Qp-cspacc vcctoricl 

^H'^-|J|(jg,^-«^j(»+t)+t ^PetP('^)) (8)0^^ [/] 

est do dimension 1. 

Grace a I'existence d'une structure Q-rationnelle du complexe BGG sous-jacent 
aux complexes BGG sur et sur C, en prenant un plongement de Qp dans C, 
on a un isomorphisme Hecke-equivariant 

H'^-l-^l(M,a;-'-'("+*)+* O Det^^-^)) Oq^ C = H'^'^(M'*", V„,c). 

Or, par Tisomorphisme d'Eichler-Shimura-Harder la /-partie H-^'-^(M'*", V„,c)[/] 
est de dimension 1 sur C, pour tout J C Jp (voir [18]). □ 

Remarque 7.10. 1) Le motif Wf est pur de poids (fco — ^)d. L'ensemble de ses 
poids de Hodge-Tate est stable par la symetrie h (fco — i)d — h. correspondant 
au passage au complementaire \piJ)\ ^-^ \p{J)\- Gette symetrie est induite par la 
dualite de Poincare Wf x Wf Q(— (fco — l)d). 

2) Si F est un corps quadratique et f une forme de Hilbert cuspidate propre de 
poids K sur F. En notant r le plongement non-trivial de F , on voit que les sauts 
de la filtration de Hodge de Wf sont m,-, fco — ttIt — 1, + — 1, 2fco — to^ — 2. 

Sur Zp : On a egalement une version cristalline. Soit p un nombre premier 
ne divisant pas A et soit V un Zp-module libre de type fini muni d'une action 
algebrique de G de plus haut poids n £ N[Jf]- On suppose que p—1 > X]t-(?Jt + 1)- 
Comme dans le paragraphe precedent, on peut associer a V 

1) un faisceau lissc V sur Ml Qp, et 

2) un fibre V sur ig) Zp, filtre et a connexion logarithmique integrable quasi- 
nilpotente. 

Etant donnee des compactifications toro'idales / : A ^ M^, on a un un 
theoreme de comparaison de Faltings [10] reliant H*(Mi(g)Qp,V) etli'^^_^^i^(M^,V) 

Prenons pour V la representation geometriquement irreductible de plus haut 
poids n > 0. Un analogue sur ¥p de la suite spectrale du theoreme 7.8 donne le 
theoreme (voir [27] et [8] Sect. 5) 
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Theoreme 7.11. Supposons que p ne divise pas A et que p — 1 > ^^{rir + !)• 
Alors pour tout j compris entre et d, les poids de Hodge- Tate du module cristallin 
H^(Af (Xi Qp, V„) sont les \p{J)\, oil J parcourt Vensemhle des parties de Jp telles 
que \ J\ < j. 



8. Autres formes de Hilbert arithmetiques 

Dans toute cette partie on suppose que D = Gm, c'est-a-dire G = G*, de sorte 
que tous les sous-groupes de congruence consideres sont contenus dans SL2(F), et 
en particulier T = r\ M^" = M^'^'' et M = M^. 



Formes de Hilbert-Jacobi. Le but de ce paragraphe est de poser les definitions 
et les proprietes de base des formes modulaires de Hilbert-Jacobi arithmetiques. Le 

cas des formes de Siegel-Jacobi a dcja etc traitc par J. Kramer [25]. Nous donnons 
d'abord la definition des formes modulaires de Hilbert-Jacobi sur C, inspiree de 
[9]. 

Dans Ic paragraphe sur la VAHB analytique univcrscUc nous avons dcja con- 
sidcrclc groupc produit semi-direct F*' = (o©c*)xr (pour7-(m,n) = {m,n)'y~^). 
Cc groupc agit a gauche sur Sjp x {F 0C) par : 

il{z,v) = (7(z),j(7,z)"^w) 

1 (to, n){z,v) = (z, w + TO (8) 2 + n (8) 1) 

Soient k € Z[Jf] = X{T) et /i G c = X{G,^ ®t*) et soit e^ = jjLoq F®C C 
la composee de I'apphcation g : F0C — > Gm (S)C*, definie dans (2), et du caractere 

/U. Pour chaque element 7 = ( ^ ^ ) € F et (to, n) € o ® c* on definit une 



transformation lineaire de I'espace des fonctions holomorphes 



en posant 



f:y,Fx{F(g)C)^C, {z,v)^ f{z,v), 



(/U,m7)(^, v) = Jil, z)-«e^(-^)/(7(^, v)) 
(/U,m("^! n)){z, v) = e'^{m'^z + 2mv)f{{m, n){z, v)) 



(9) 



Les relations suivantes : 

(i) (/l7)l7' - /I (77'), pour tout 7,7' G F, 

(ii) (/|(to, n))\{m' , n') — f\[m + to', n + n'), pour tout to, to' G et n, n' G t* , 

(iii) (/|(m, n))|7 = (/|7)|((to, n)7), pour tout 7 e F, to G et n G c*, 

sont faciles a demontrer (le calcul revele que (ii) et (iii) sont equivalentes respec- 
tivement a e^{2mn) = 1 et e^{cdn'^ + abw? + 2bcmn) = 1). 
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Une fagon equivalente de formuler (i), (ii) et (iii) a la fois, est de dire que (9) 
definit une action du groupe produit semi-direct F-^ sur les fonctions holomorphes 
sur S)F X (F(g)C). 

Definition 8.1. Une forme modulaire de Hilbert-Jacobi de poids k G 'L\Jf\, in- 
dite iJ, G c et niveau T est une fonction holomorphe f : Sjp x {F^C) C verifiant: 

(i) /U,m7 = /; pour tout 7 G r, 

(ii) .f\K.ti{m,n) = f, pour tout {m,n) Go© c*; 

(iii) f est "holomorphe a I'infini" : pour chaque pointe C = 700 G V^{F), avec 
7 G Gq, la fonction fc ■= /|re,(u7 admet un developpement en serie de Fourier 

fc{z,v)= J2 ai,ae2*'^'^^/«j(«^+"''), 

similaire a celui du (3). La condition d'holomorphie en la pointe C se lit alors : 
aj,^ ^ =^ 40i - G {Xc)+ U {0}. (10) 

Principe du g-developpement : Si pour tout ^ G X, a G a on a a^^a = 0, 
alors / = 0. 



Pour tout It G Oc , il existe ^* G (ab)*, defini a X* pres, tel que ( ^ 



G 



7 ^r7 n Br. L'invariance de fc par le groupe 7 ^r7 fl Br nous donne pour tout 
5 G X la relation : 

a„2^,„„ =7i'^e2-Tr./o«C)a^_^. (n) 
En utilisant le diagramme commutatif suivant : 



u > r > ^ «r (g)r ^ u, 

id(8iTr(/:i.)i 1/* 

y 2i,r. ' 

c — - — 

on obtient pour tout /? G b la relation : 

O'H0'^+al3+^,a+2ij,f3 = a^,a- (12) 

Principe de Koecher : Si F ^ Q, alors la condition (10) est toujours satisfaite. 
Si K n'est pas parallele, alors ao,o = (pas de series d'Eisenstein parmi les formes 
de Hilbert-Jacobi). Enfin, il n'existe de formes de Hilbert-Jacobi non-nulles que si 
M G c+. 

On montre d'abord, par I'absurde, que si „ est non nul, alors ^ G X^. Soicnt 
a G 0, ^ G X et ^* e X^j: tcls que a^^a 7^ et (5,^*) < 0. D'aprcs (11), pour 
tout u G 7~"^r7 n Tr, on a a„2^ = u'^a^^a 0- En particulier, ao,o = W^dofi, 
d'ou la deuxieme propriete. Comme / est holomorphe au point (i^*,0), la serie 
^^g^_ip^pg,^ u"e~^"^^" ^'^*^ converge absolument, ce qui est impossible, par le 
theoreme des unites de Dirichlet. 
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La relation (12), nous dit alors que pour tout /3 G b, on a jifP + a/? + ^ e 
On en deduit que /x e c+ et 4^/u - e (-'^c)+ U {0}. □ 

Tout comme les formes modulaires de Hilbert, les formes modulaircs de Hilbcrt- 
Jacobi admettent elles aussi une definition purement geomctriquc. 

Tout clement /i G c donne un morphisme (id, A o (id (Xi/i)) : A ^ A y. A*, d'oii 
un faisceau inversible ample sur A, = (id, A o (id oil Vji, designe le 

faisceau de Poincare sur Ax. A!'. 



Definition 8.2. Soit R une Z[^]-algebre contenant les valeurs de k. Une forme 

modulaire de Hilbert-. J acobi de poids k G l^Jp], indice /i G niveau T et a coef- 
ficients dans B. est une section globale de f*u/^ (E) sur A 'x s-pcc{z[^]) Spcc(i?). 
On note Jk,ii{R) = Jk,ii{<^, n; R) := BP {A y~svec{i[^]) Spec{R) , f* u/^ (g) I'espace 
de ces formes modulaire de Hilbert- J acobi. 

Soit une [R, n)-pointe C et soit R une Z[^, (^c]-algebre. En evaluant une forme 
de Hilbert- Jacobi / G Jk,ij,{R) sur les objets de Tate associes a une pointe C, on 
obtient comme dans [25] le q'-developpement de / en C 

fc= X] 

En transposant la mcthodc dc [25] au cas dc Hilbert on obtient alors les relations 
(11) et (12) qui impliquent, comme plus haut le principe de Koecher (10), lorsque 

Principe du g-developpement : Soicnt Mi C M2 sont dcs groupcs abclicns 
et / G Jk,ix{M2). Si le g-developpement de / en une (i?, n)-pointe C est a coeffi- 
cients dans Ml, alors / G Jk,^(Mi). 

Etant donne une compactification A = A^ ^ de la variete de Hilbert-Blumenthal 
universelle A, comme dans la partie 6, on definit I'espace des formes modulaire de 
Hilbert-Jacobi relatives a cette compactification : 

J«,^(i?; S, ^) := B^{A Xspec(z[i]) Spec(i?), f^uf C^). 

A noter que le proloiigenieiit a ^ du faisceau inversible ample >Cp depend dc la 
polarisation ^p. 

Contrairement au cas dcs formes modulaires de Hilbert, pour les formes de 
Hilbert-Jacobi on a juste une inclusion 

JK,f^{R;'S,,ip) ^ JK.,tiiR) 

Dans [25] Kramer demontre que cette inclusion est stricte pour les formes de 
Siegel- Jacobi. II serait interessant d'etudier cette question dans le cas de formes 
de Hilbert-Jacobi. 
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Comme dans la partie precedente, on pent alors associer a toute {R, n)-pointe 
C et tout / e Jk,h{R': ^) f) son g-developpement en C 

fc= X! 

^ex.aea 

(C,a)>¥> 

Notons que 

a) > (p <^=^ Vg G Xjjl, G a* max 

alors que 

4^/x - > <^ Vg e X^, e a* maxTriWQ(-/xg/32 - 2/xZ/3 + ^9 + aZ) > 0. 

L'anneau ou vit le g-developpement d'une forme de 7^,(^(7?; S, (^) est done en 

general strictcmcnt inclus dans celui oii vit Ic g-developpement d'unc forme de 
Jk,ix{R)- II serait interessant de savoir s'il existe des eventails S, munis d'une 
fonction de polarisation tp pour lesquelles on a une egalite. 

Series theta et formes de Hilbert de poids demi-entier. 

References: [32] , [33] , [36] 

Dans cette section, on suppose que c = Cq est un carrc ct est premier a 2. 
Sur C: On deduit facilement de [32] (Prop. 1.1 et 1.2, en fait plutot Prop. 3. 2 et 
Lemme 3.5) qu'il existe un facteur d'automorphie de poids t/2 pour ro(c, 4), c'est- 
a-dire une fonction h : ro(c, 4:)xSjf — > holomorphe en la seconde variable telle 
que 

Hlil2,z) = /l(7l,72(z)) • h{'j2,z) 
et pour tout 7 e rj(c, 4), en notant t ~ J2TeJF ^' 

(*) h{'y,zf ^ xil) ■ j{l,zy 

oil X est un caractere quadratique de To (4) qui ne depend que de I'image dans 

(o/4o)^ de dj. 

Soit rj(c,4)_|_ = Ker(x). C'est un sous-groupe de congruences d'indice 2 de 
ri(c,4). Par exemple, si F = Q, on a ro(4)+ = ri(4). 

Soit n un ideal entier de tel que F soit sans torsion; 
Hypothese: on suppose dans toute cette partie ainsi que dans celle concernant 
les formes de Hilbert p-adiques de poids demi-entier que 4 divise n dans 0. 

On a alors 

r = ri(c,n)cri(c,4)+. 

Par la formule (*) ci-dessus, on a done pour tout 7 € F, /i(7, z)"^ = j(7; z)*. 
Pour tout poids demi-entier k = | + A, A e '^[Jf], on pose pour tout 7 € F, 

On note Gk,{X) I'espace des fonctions / holomorphes sur p satisfaisant f{"i{z)) — 
3k{i, z) ■ f{z) pour tout 7 e F. 
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On dcfinit un fibre inversible uj^ holomorphe sur M'*", correspondant au facteur 
d'automorphie ^^(7,-2); c'est le quotient de i^F <?> C par F agissant par 7(2;, «) = 
{l{z),jK{l,z) ■ u). 

On a un isomorpiiisme canonique Gk.{T) = H''(M''", w'*). 

Pour z eC, soit 6(2;) = exp(2i7r2;) et e : (F C) ^ , 2; = (2r)r 1-^ e{J2r ^t)- 

Soit n = 4no. Pour chaque fonction 77 : co — > C, constante modulo noCo, on 
definit une serie theta par 

aeco 

C'est la valeur en u = (ThetanuUwert) de la fonction theta de {z,v) G Sjf x 
{F X C) ct T] G S{Ff) dcfinic comme suit : on fixe un element cq de Cq premier a 
2 et qui engendre Co/nco ct on pose 

9{z, v; rj) = ri{a)e i^a^z + cqQv) 

aeco 

Lemme 8.3. On a 6{z,ri) G G'j/2(r). Les fonctions 6{z,ri) pour rj parcourant 
I'ensemble des fonctions sur Cq/uoCo, definissent des sections globules de u/^^ sur 

Demonstration : La modularity se deduit de [32] Prop. 1.2, ou de [33] (4.3). Le 
point dc la verification est que, au sens de la Prop. 2. 4 de [33], on a ^77 = 77 pour 
tout g dans (le relevement de) I'adherence de F dans G/- H suSit pour cela de voir 
que pour tout x G CqO, la fonction caracteristique t]x de a: + nco? satisfait ^rj^ = rjx- 
On se ramene a g triangulaire superieure ou bien triangulaire inferieurc, mais dans 
ce cas on exige que le coefiicient c engendre I'ideal CgOn. On conclut alors a I'aide 
des formules (3.2) et (3.3) de [32] et de la formule (i) de Prop.2.3 de [33]. 

Sur ^[53] • On va examiner la question de I'algebrisation et du prolongemcnt 
des fibres inversibles uf^ {k demi-entier) a une compactification toroidale M. Pour 
cela on va rappeler des resultats classiques dans le cas du groupe symplectique 
mais qui meriteraient peut-etre d'etre detailles davantage dans le cas des varietes 
de Hilbert. 

Soit N = Ni{c, n) I'espace de modules des {A, C) ou A est une VAHB c-polarisee 

avec structure de niveau F et ou £ est un fibre inversible ample symetrique, trivi- 
alise le long de la section nuUe, definissant la polarisation sur A. Get espace existe 
et est un schema lisse sur '^[■^] par [11] IV. 7. Soit / : ^ — > M la variete abelienne 
universelle sur A^f; A'^ est un ^[2]-torscur sur M\ il n'est pas connexe; on peut 
montrer que son groupe des composantes connexes est naturellement isomorphe a 
i)~^/2t)~^. Soit /at : An N \e pull-back de f k N. Par definition, ^jv est muni 
d'un fibre inversible symetrique rclativement ample universcl C. 

Donnons une description transcendante de N (inspiree de [11] V.3, p. 161): 

^an^p^/^^^ i(oeC*)/(oeC*)^ 
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pour Taction 7 • {z, x) = (7(2;), 3:7 ^ + {^cd, ^abj), pour 7 = 




La construction de cet isomorphisme est un exercice utilisant les Thetanullwerte 
e{z,z + cox,r]o), a; e 5(0 e c*)/(o c*) et ou cq e Cq; voir p.160-161 de [11]. 

Le sous-groupe d'Igusa de r}(c,no) donne par les conditions ab et cd pairs est 
le stabilisateur de x = (0,0) dans F; ceci fournit par conjugaison par la matrice 

^ ^ ^ ^ une section j**" de dans AT™. La description algebrique de I'image 

de M est le lieu ou le fibre jC est engendre par ses sections paires. C'est une 
composante connexe de A''. 



Remeirque 8.4. Si F = Q, seule une des quatre serie theta est paire et seul le 
point (5, 5), parmi les quatre points de 2-torsion, est preserve par le sous-groupe 
d'Igusa. 

Soit j : M N la section algebrique (sur Z[2^]) ainsi dcfinic. Le fibre 
inversible £ vu comme A/'-schema n'est pas un schema en groupes, mais il est 
muni d'une section nulle Oc (composee des sections nuUes de C ^ A et A ^ N); 
soit jCq = 0£rc/_4 le fibre tangent rclatif dc £ x M sur M. On note pour abrcgcr 
V = G*cTc/M = 3*^*c^c/N le fibre tangent de £ x at M sur M. Ce fibre, muni de 
la filtration {0} C £0 C V, definit un torseur sous le parabolique stabilisateur de 
Cq dont Ic quotient dc Levi est Ti x Gm- 

Pour toute Z[2^]-algcbrc R ct tout caractcrc ^ du quotient dc Levi ^ : 7i x 

Gm R^, on definit un fibre inversible algebrique = V x Ga sur Mn par 
contraction par ^; c'est-a-dire par quotient par la relation d'equivalence {v9, a) 
{v, ^{6) ■ a) pour 6 €Ti x Gm, e V et a e Go- 



Lemme 8.5. Pour tout poids demi-entier k = t/2 + X, soit : T-yX Gm 
donne par {x,y) 1— > X~^{x)y. On a un isomorphisme canonique 

de fibres inversibles analytiques sur M*^". 

Demonstration : On a la description transcendante suivante de la variete 
analytique jC sur M*^": 

^ r \ {sjp X (F ® c) X c) /(o e c*), 

pour Faction ^{z,v,u) = (7(^),i(7, ^)"^ • '"^Kl,z)e{j^^^v'^) ■ u) 
et {z, V, u) ■ (to, n) = (z , V + m ■ z + n, e(— ^to^w) • u). 

Pour voir que la formule donnant Taction de F est correcte, il sufiit de donner 
le cocycle T x Sjp ^ {F ^ C)"" x C qui definit le fibre Oc'^1')m- 

1) Sa {F (g) C)^-partie est imposee: c'est ^(7, z)~^; 
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2) pour la C^-partie, il suffit de noter que les fonctions v 9{z,v;ri) sont 
des sections globales sur (F (g) C) = Lie{Az) de jC^ par la theorie analytique des 
diviseurs theta (on laisse en exercicc la demonstration detaillee de ce fait, dis- 
ons seulement que Ton verifie que les invariants de Weil {H,tp,0,L) [35] VI.3 de 
6{z,v,r]) correspondent a ceux du diviseur symetrique ample defini par £z). 
Le facteur d'automorphie cherche est alors donne par les relations 0{j{z,v);ri) = 
h{j, z) ■ e( • &{z, v; if) pour 7 G T (voir Prop. 1.1 de [32]). 

On en deduit aisement que V^^ est defini par le meme facteur d'automorphie 
que u/^-. d'oii Ic rcsultat. L'argumcnt des scries theta montre aussi que la formule 
pour Taction de ® c* est egalement correcte. 

Corollaire 8.6. Pour tout poids demi-entier n = t/2 + A, le fihre inversihle com- 
plexe u/^ sur M'^'^ est I 'analytifie du fibre inversihle algebrique Vj^ , defini sur M 
au-dessus de On notera encore w** ce fibre algebrique. 

On construit, comme dans [11] IV. 7, pour tout eventail admissible S une com- 
pactification toroidalc lissc If : N ^ M compatible a ^ M. Rappelons que 
le schema semi-abelien © sur M a une action de et est lui-aussi muni d'une 
c-polarisation A : c (g)o © = (S* prolongeant celle de A. Par definition de N, le 
pull-back 25jv de 25 est muni d'un fibre inversible symetrique relativement ample 
£ prolongeant £. Soit 0;^- la section nuUe de £ sur N. On definit le prolongement 
de w'* a M sur ^[23] comme Vj^ oii V = T^^1z/n- 

Pour toute Z[2^]-algebre R contenant les valeurs de k, on peut ainsi definir le 
i?-module des formes arithmetiques de poids dcmi-cnticr k par 

GD^{T;R) = H"(M x Spec(E),w'") 

et le principe de Koecher en poids dcmi-entier s'enonce: 

GD^{T-R) = H0(M X Spec(i?),w'^) 

Sa demonstration est analogue au cas cnticr. 

On peut meme definir le module des formes de tout poids demi-entier. Notons 
que w = f*^\iM — ^*^\/M P^'" proprete de A sur M mais que 0Jf2J.^J^^ ^ 

Considerons le 7i-torseur 9Jt = \sovd.o®Om{'^®^m,^', formons un Gm-torseur 
sur OJt donne par 

ou encore 9Jt+ = IsomM(CM, V^/w). 

C'est un 7i X Gm-torseur de Zariski sur M. 

En tant que M-schema, il classifie les systemes (^4, A, l, a, C, co, s)s sur un ^[2^]" 
schema S, oh u est une O (8) Os-base de 0*SIa/s^ et s une Og-base de 0*^jc/a- 
On definit le module des formes modulaires de poids demi-entiers comme 

GD{T,R) = H°(aJl+ X Spec{R),Om+) 
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C'est un module gradue sur I'algebre Z[Ji?]-graduee 

L'action {f,g) f ■ g est induite par le pull-back a 971+ de / € if{Tl,Ow) par 
— > 9Jt; ce dernier morphisme provient de la projection de jC sur A. 

Fait : Pour tout k = t/2 + A, on a Ofm+ [Ck] = = u/^ ct done done GDK,{r, R) = 
GD(T, R)[£^i^]. En cfFct, unc fonction /(*,a;, s) satisfaisant pour tout 

{x,y) G Ti X Gm, f{*,xu),y- s) = X~^{x)yf{*,u!,s) 

definit une section de V{„ . 

Par la definition algebrique de u/^, on peut definir le 5-developpement en une 
pointc C do M , d'unc forme arithmctiquc do poids dcmi-cnticr k commc Ic compose 
du dcvcloppement de Fourier- Jacobi {i.e. le pull-back a la variete de Tate au-dessus 
de Sy^c , defini comme une serie grace a la trivialite du pull-back du fibre e*fl^,^) 
et de r evaluation 5„ 1— > 1 [i.e. w = 0). 

Observons que sur le groupc des unites totalement positives de -F, u'^ = v^l'^u^ = 

est bien defini et est a valeurs dans I'anneau des valeurs de A. 

On a le "principe du (/-developpement" en une pointe C (disons non-ramifiee): 

Proposition 8.7. Pour toute extension R C R' de 'E[j^]-algebres contenant les 
valeurs de k, si f G GD^(T; R') et f e Rc^'^R), alors f e GD^iV; R). 

Idee de demonstration: Par irreductibilite geometrique de M, une section du 
fibre w'* est uniquement determinee par son pull-back a la VAHB de Tate. 
Application : Soit i? C C unc Z[2^]-algcbrc contenant Ics valeurs de 77 : 
Co/nco C; la series theta 0{z, rj) dont on a montre qu'elle appartient a GDt/2(r) 
est en fait dans GDf/2(^',R)- De meme pour les series d'Eisenstein [32], une fois 
etabli leur g-developpement. Nous esperons revenir sur ce point ulterieurement. 

9. Tour d'Igusa et formes modulaires de 
Hilbert ^-adiques 

Une autre "presque-application" est le resultat fondamental d'irrcductibilite de 
la tour d'Igusa. C'est une presque-application au sens que la methode des com- 
pactifications toroi'dales donne un resultat interessant mais insuffisant pour ctablir 
cette irreductibilite. Rappelons que, par ailleurs, I'irreductibilite geometrique a 
ete etablie dans cette situation par Ribet [31] et dans une situation plus generale 
(pour les groupes symplectiques ou unitaires sur des corps totalement reels) par 
Hida [14] . Ribet utilise la monodromie locale en un point ordinaire et Hida utilise 
la theorie de Galois des tours de varietes de Shimura, due a Shimura. 

Dans toute cette partie, on se limite au cas D = Gm et done M = de sorte 
qu'il y a une VAHB universelle M. 
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L'invariant de Hasse. On suppose toujours [F : Q] > 1. 

Soit M*, resp. M la compactification minimale, resp. une compactification 

toroidale, dc M. 

Rappelons que le prolongement canonique w^^-^g de a M descend a M* en 

un faisceau ample (on suppose comme d'habitude F net). Ceci est demontre dans 
[7] Thm8.6(vi). 

Soit p premier, premier avec nOc. Pour tout entier m > 1, soit = M* x 
Spec(Z /p^Z). L'invariant de Hasse H est la section globale de w^^*"-^'* sur Mj* 
definie commc suit. Soit V : A^^'^ — ^ ^ Ic morphismc dc Vcrschicbung sur Mi. 
Formons V* : uij^^jj^^ !±Ia<-p'> /Mi prenons sa puissance cxtcrieure maximale 

/\ V* . Via I'idcntification canonique /\ ui^{p) /Mi = (A '^A/Mi] , on interprctc 
l\f V* commc une section globale de (J^^^^j^ ■ Par Ic principc dc Kocchcr, c'cst une 
section globale de w^^"^^* sur M^. On definit pour tout to > 1 le lieu ordinaire 
M;^°^<i de M:;^ comme I'image inverse du lieu Ml'"""^ de Mf ou ^ 0. M*'°"^ est 
un ouvcrt affinc dc car H est unc section globale d'un faisceau ample; dc plus, 
une puissance H" se releve en E sur Zp, car une section modulo p d'un faisceau 
tres ample se releve; cette section definit un ouvert afHne M^°^'^ sur Z /p™ Z 
d'equation E ^ Q (mod p). Lorsquc to tend vers I'infini, Ics complcmcntaircs 
de ces ouverts definissent un voisinage tubulaire ouvert d'equation \E\p < 1 du 
diviseur non-ordinaire E = dans I'espace rigide M"^ associe aux M„. 

Soit M°^d = M*,ord p goit ^ ^_i^^^,o,d)_ 



Remeirque 9.1. Par le caractere local du principe de Koecher (voir la demonstration 
du Theoreme 7.1), on a lorsque d> 1 : 

H°(Mr,OM-) = \i\MZ\Oj^^.) = H°(M;;'-^O^.o.d) 

Ceci entraine que I'ouvert M^'^ ne peut etre affine, puisqu'il est distinct de 
I'ouvert affine M^°"^. 



Tour d'Igusa et monodromie aux pointes. Pour tout n > 1, la composante 
neutre du schema fini et plat Alp""] est purement torique au-dessus de M^'^. On 
definit la tour d'Igusa sur M^'^ par 

Tm,n = IsomMord {T)'^ ® fip. , ^ M°^^, n > 1 

Notons que Tm,n — * ^m'^ est une suite de (o/p"o)^-torseurs finis etales puisque 

(o/p"o)^ = Aut(0-i(g)Mp")- 

Le morphismes Tm,n M^'^ sont done affines. 

La question de I'irreductibilite geometrique de la tour d'Igusa equivaut a celle de 
la connexite geometrique de ces revetements (puisque la base est geometriquement 
connexe). Ceci equivaut aussi a la surjectivite des representations associees a ces 



50 



revetements (apres choix d'un point base gcomctriquc): 

p„ :7ri(Mi(^Fp)^ (o/p"o)\ 

Cette surjectivite a ete etablie par Ribet [31] et Hida [14] dans un cadre plus 
general (voir aussi [15]). Chai, [3] Sect. 4. 6, a propose une autre approche via 
les conipactifications toroi'dales, inspirck; do [11] V.7. Malheureusement, cette 
approche n'est pas concluante dans toutes les situations de compactifications 
toroi'dales, et en particulier pas dans le cas des varietes de Hilbert. Expliquons 
pourquoi. L'idee est de calculer la monodromie locale au voisinage d'une pointe 
non-ramifiee dans la compactification minimale. Elle ne permet cependant que 
d'obtenir un sous-groupe ferme de (o (g) Zp)^ qui est ouvert si la conjecture de 
Leopoldt est vraie. 

Pour alleger la notation dans I'argument ci-dessous, on omet (mais on sous- 
entend) I'extension des scalaires a Fp. Tout d'abord le cas F = Q est connu. 
Par consequent, la VAHB obtenue en formant le produit tensoriel de la courbe 
elliptique universelle au-dessus de la courbe modulaire Y par o (puis si necessaire 
une c-isogenie pour obtenir une c-polarisation) fournit un morphisme de Y dans 
la variete de Hilbert qui permet d'inclure (Z /p" Z)^ dans I'image de p„. 

Pour obtenir un gros sous-groupe du noyau (o/p"o)f de la norme, Chai procede 
comme suit. Soit n : Mi — > Mj*. Soit C une pointe non-ramifiee de M* et soit 
R la completion de I'anneau local de en C. Posons S-^c = Uo-esc 
S'j^c = Sy^c/Oq. Soit (S'sc)° (resp. [S'^c)^) Ic complementaire du diviseur a 
I'infini {Sy,c)°° (resp. {s'-^c)°°). L'image de Spec(i?) dans est contenue dans 
-^1 °'^'^) grace a la description de la VAHB universelle sur Spec(i?) comme quotient 
de Mumford. On a des morphismes de groupes 

^i{{%cf) - 7ri(Spec(i?)\{C}) ^ 7ri(Mr^) 
On observe que Ton a un revetement etale 

: Ti,„ = lsom^^(D-i ® ^p", ®i[p"]°) ^ 'K" = ^''{M* 

prolongeant le revetement etale Ti^„ M°'^'^. 

Le pull-back de ^„ a S^c est trivial car la description de ®ilsj,c comme variete 

de Tate montre que sur S-^c, on a un isomorphismc canonique = Hpn o 

compatible avcc raction dc o^. Ainsi S^c x Ti n = S^c x (o/p")^ ct Taction 
de 0^ sur le membre de gauche correspond a Taction diagonale sur le membre de 
droite. L'image de p„ contient done Timage de dans (o/p")^. 

On notera que Ic revetement conncxe etale S^c (S'sc)°° de groupc 0^ n'est 
pas de type fini (seulement localement de type fini). Neanmoins on peut former 
une tour de revetements finis connexes etales en quotientant S-^c par (o^)^". 

Comme le pull-back de ©i Mi a (S-^c)^ est le quotient du tore de Tate 
sur {Syc)°° par o^, on voit que 0^/(0^)^ est contenue dans Timage de pn dans 
(o/p"o)^. En passant a la limite projective, on obtient Timage de 7ri(Mf'^) dans 
(0 O Zp)^ contient bien Zp -o^. 
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Formes modulaires p-adiques. Cette theorie est une application directe de 
I'irreductibilite de la tour d'Igusa. 

On a defini Tm,n dans la section precedente; c'est un torseur fini etale sur 

M^*^; il est done afRne sur ce schema. Ce dernier n'est pas afRne, mais on a 

vu que H°(M^ jO-j^^ord) = {M^'^ , O M^<i) et que le spectre de cet anneau est 

M^°^<i. Soit 

I'algebre des fonctions regulieres sur Tm,n- En passant a la limite inductive sur n 
puis projective sur m, on obtient I'anneau V des fonctions sur le ind-pro-schema 

00,00 ' -""oo 

Notons que comnic les morphismes de transition Tm^n+i ^ T„-,_n sont affines, 
Tm, 00 est un schema ct Too, 00 est un schema formel sur Moo- 

M™"^ est le schema formel obtenu en retirant le lieu supersingulier E = Q 
(mod p) de la completion Moo du schema M^^ le long de sa fibre speciale {E 
designe un relevement quelconque de sur Zp comme precedemment). Dans le 
langage de la geometrie rigide, on retire le voisinage tubulaire ouvert de rayon 1 
autour du diviseur supersingulier. 

Soit Ap la categoric des algebres p-adiquement completes. Le ind-pro-schema 
2oo,oo represente le foncteur qui associe kR& Ap I'ensemble des classes d'isomorphisme 
de {A, L, A, a, cj)) oii {A, l, A, a) definit un point de MxSpec(i?) et (j) '■ Atp°°(8iO~^ — > 
j4[p°°] est une immersion fermee de groupes p-divisibles. De fagon equivalente, 
on peut definir (f> comme un isomorphisme de groupes formcls Gm A 
(completions des schemas en groupes le long de leur section unite). On appelle un 
tel plongement (p une rigidification du groupe formel A. 

Pour toute Zp-algebre p-adiquement complete R, on pose 

V(c,n;i?) = V§i? 

On I'appcUc ralgobro des formes modulaires p-adiques de niveau auxiliaire n a 
coefficients dans R. EUe est munie d'une action du groupe de Galois Ti{Zp) = 
(0 (8) "Zp)^ du revetement Too, 00 M^'^. On pose pour tout homomorphisme 
continu k : ^^(Zp) R^ 

V«(c,n; R) =Y{c,n; R)[-k] 

La donnee d'une rigidification : Gm f ~^ A induit un isomorphisme 
(j)* : ® Ot^ ^ — ^ par le principc Geometric Algebriquc-Gcomctric Formelle 
pour le schema propre A sur M. Soit SJloo la completion de dK formelle le long de 
la fibre speciale. On obtient un morphisme de Moo-schemas formels Too, 00 ^00] 
il four nit un homomorphisme j de I'algebre des formes classiques vers celle des 
formes p-adiques. 

j : G(c, n) = H°(aTt, O^) ^ V(c, n; R) 
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Remarque 9.2. Si k est un caractere algebrique deTi, j envoie les formes clas- 
siques de poids k vers les formes p-adiques de poids k. Cette application est injec- 

tive (voir ci-dessous) mais est loin d'etre surjective, le module de droite etant de 
rang infini. La theorie de Hida permet de montrer que sur les sous-modules des 
formes ordinaires, on a un isomorphisme. II serait interessant par une generalisation 
appropriee de methodes de Mazur- Coleman d'etendre aux formes de Hilbert sur- 

convergentes de pente fixee un tel resultat de classicite. 

Theoreme 9.3. 1) Pour toute {R,n)-pointe non-ramifiee C, on a un homomor- 
phisme injectif 

eve : V(c, n; R) ^ R[[q^; ^ € X+ U {0}]], 

oil X = cb^, qui est donne par revaluation sur la VAHB de Tate sur munie 
de sa rigidification canonique (pour tout a G ^^)- De plus, pour toute R G Ap, 
si f & V(c, n; R) et pour toute {R,n)-pointe non-ramifiee C de M, on a evc(/) S 
pR[[q^]], alors / G p V(c, n; i?). 

2) le morphisme eve est compatible via I'homomorphisme j avec celui defini 
pour les formes classiques. 

Demonstration : 1) Rappelons la propriete univcrselle de Tao,oo = Isom-prord (/ipoo (8 

3"^, Pour tout schema semi-abelien G ^ S sur un schema formel S et 

pour tout morphisme G — > 6 au-dessus d'un morphisme S — > M^o, il y a une 
bijection canonique entre I'ensemble des rigidifications /Xpoo = G\p°°f et 
celui des relevements S Too,oo du morphisme donne S M^. 

La rigidification canonique /ipoo (g) = Gc\p°°]^ fournit done un morphisme 
de schemas formcls do la completion p-adiqnc de Sc,a vers Too,oo- Ce morphisme 
est etale. L'irreductibilite du schema formel Too,oo entraine qu'une section globale 
d'un faisceau localement libre sur Too.oo nuUe sur Se,a est identiquement nuUe. 

2) Get enonce pour une algebre R resulte de 1) applique a I'algebre R/pR. □ 

Corollaire 9.4. Pour tout poids k G Z[Ji?], j restreint a Gk(c, n; R) est injectif. 

Remarque 9.5. Si R est plate sur Zp, par independance lineaire des caracteres 
algebriques distincts, on deduit du corollaire que V application j elle-meme est in- 
jective. Par contre, ce n'est pas le cas pour une Zp-algebre p-adique quelconque 
(c'est faux pour ¥p). 

Corollaire 9.6. L 'homomorphisme cvc est d'image fermee dans R[[q^;^ € U 
{0}]] muni de la topologie de la convergence coefficient par coefficient. 

Demonstration: Si /„ G V(c,n;i?) ct cvc(/ri+i) = evc(/n) (mod p"), alors, 
fn+i = fn (mod V(c, n; i?)) et done /„ converge dans I'algebre p-adiquement 
complete V(c, n; R). 

Pour chaque r > 1; on va definir un homomorphisme d'algebres 

3r:G{c,np';R)^Y{c,n;R) 
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compatible avec les poids. 

Le theoreme de representabilite de Mumford (GIT) entrai ne qu'il existe un 
Zp-schema quasi-projectif dc type fini Mo(c,np'') classifiant les VAHB c-polarisees 
{A, L, A, a)s munies d'un o/p' -module cyclique C (c'est-a-dire, localenicnt libra sur 
(g) Os de rang et annule par p'" exactement). La normalisation dc cc schema 
dans Mi(c,np'') x Spec definit \m modele entier sur Zp de Mi(c,np''). II est 
muni d'un morphisme propre et plat tTt vers M. 

Les faisceaux iv^ sur Mi(c, np'') sent les pull-back par nr des o/^ sur M. Soit 
Moo,r la completion formelle de ce schema le long de sa fibre speciale. La definition 
de Tao,r comme solution du probleme de modules des immersions fermees jipr- ® 
^ A\p'^] montre qu'il y a une immersion ouverte canonique To^r ^ Afcx),r- 
Cette immersion est d'image dense dans I'une des composantes irreductibles de 
Mao,r- Soit 9}loo,r = 9^00 X Moo ^oc,r- On a vu qu'il y a un Moo-morphisme 
canonique Too,oo ^oo] on vient d'autre part de construire un Moo-morphisme 
T'oo.oo — Tac.r ^co.r] On obticnt donc un morphisme Too,oo 97too,r qui fournit 
I'homomorphisme d'algebres jj. par restriction au lieu ordinaire sur les fonctions. 

Soit Moo^oo = limMoo^r- En fait, en passant a la limite projective sur les 
morphismes Tqo^oo — * ^oo,r, on voit facilement que 

T ^ on pf T M°^'^ 

sont des immersions ouvertes. On peut definir un fibre inversible 
Si Ton ne tient pas a preserver I'integralite (c'est a dire que Ton se limite aux 
Qp-algebres) , on peut aussi formuler cette construction en considerant I'espace 
rigide TJ^^. associc a T^y. c'est un ouvcrt dc Afi(c, np'")"^; I'avantagc dc ccttc 
approche est que ces cspaces rigides sont lisses et connexes (alors que le schemas 
formel de Afi(c, np^) a un grand nombre de composantes irreductibles). 

Soit Mi(c, np'')°'''^ I'image inverse dans Mi(c, np'')'''^ dc Mi(c,n)°'''^ par le mor- 
phisme d'oubli du groupe cyclique d'ordre . On voit que est contcnu dans 
Mi(c, np'')°'^'^ . Par consequent le Tl-torseur rigide ![OT(c, np'')"^ sur Mi(c, np'")"^ 
classifiant les VAHB munies d' un o-groupe cyclique d'ordre p'' et d'une 0(g)Os-base 
de LO, est image de par le meme argument que precedemment. 

Theoreme 9.7. Pour tout r > 1, pour tout k G '^[Jf], Vhomomorphisme d'algebres 
des formes classiques de niveau p^ vers les formes p-adiques 

3r,K ■■ G^{c, np''; R) V(c, n; R) 

est injectif. 

Demonstration : On salt d'une part que I'integralite est preservee; on con- 
sidere d'autre part les espaces rigides ^OT^^ resp. Too.oo, qui sont connexes par 
I'irreductibilite de la tour d'Igusa. Ceci entrai ne I'injectivite du g-developpement 
des formes classiques de niveau np'' ainsi que celui des formes p-adiques aux {R, n)- 
pointes de M relevees a I'aide de la rigidification canonique ^can de la VAHB de 
Tate associee a C. On deduit alors le theoreme de la compatibilite des morphismes 
de g-developpement. □ 
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Remarque 9.8. 1) A la difference du cas du niveau premier dp, I'utilisation de la 
geometrie rigide simplifie ('argument car la fibre speciale de Mi(p'') est compliquee. 
2) L'homomorphisme jr somme des jr,K est injectif si R est Zp-plate. 

En fait, la compatibilite des morphismcs dc g-dcvcloppcmcnt est vraie sur un 
ensemble de pointes p-adiques plus grand que I'ensemble fini des relevements stan- 
dards des (-R, n)-pointes C de M donnes par la rigidification canonique ^can de 
la VAHB dc Tate associcc a C. Get ensemble est appclc I'cnscmblc des pointes 
non-ramifiees. On va le definir et le caracteriser a I'aide de I'immersion ouverte 
(de schemas formels ou rigides) 



Definition 9.9. Une pointe de T^^^o est un couple constitue d'une {R, n)-pointe C 
de M et de la classe d'isomorphisme i{a) (a e (o$$Zp)^J du morphisme canonique 

Tatec(g)^T^,oo 

donne par la VAHB de Tate (Tatec((7), (-can, Acan, c^can) au-dessus de Sc^-^c M, 
munie de la rigidification <pca,n °{o])- 

Deux telles classes d'isomorphisme i{a) et i{a') coincident si et seulement si 
a et a' sont congrus modulo car ce groupe agit par automorphismes du carre 
cartesien 



Tatec(g) T. 



oo,oo 



Sc ^ M 

Soit I'ensemble des pointes de Too,oo- La fibre de au-dessus d'une pointe 
de M est done un (o (E) Zp)^ /o^-torseur. 

Notons Poo I'ensemble des pointes de Mi(c,np°^) = limMi(c,np'"). C'est un 

espace j3-adique compact et il resulte immediatement du theoreme d'approximation 
forte et de la decomposition d'lwasawa que Poo est un fibre au-dessus de I'ensemble 
des pointes de ri(c, n), ses fibres etant des copies de 



U{Zp)\GiZp)/Ti{Zp)U{Zp) 

oil U est le radical unipotent du Borel superieur. Par action sur I'ouvert des 
vecteurs primitifs ((o (g) Zp)^)prim de (o (g) Zp)^, on identifie ce quotient a 

[/(Zp)\((0(gZp)2)pH„,/^ 

Ce quotient s'identifie a I'ensemble des classes d'homothetie par un scalaire de o ^ 
de vecteurs primitifs ( ^ ) dans (oig)Zp)^, oii c e (o(g)Zp) et a parcourt un systeme 



une telle classe. Tout element de P^, 



de representants de (o(g)Zp)/(c). Notons 
s'ecrit done comme un couple constitue d'une {R, n)-pointe de M et d'une classe 
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. On introduit la notion de profondeur d'une pointe: 



profp( 



) = ordp(c) 



Les pointcs dc profondeur infinie sont appelees les pointes non ramifiecs. Soit 
le sous-espace des pointes non-ramifiees; c'est un torseur sous (o ® Zp)^/o^ 
au-dessus de I'ensemble des pointes de M. 



Lemme 9.10. L 'immersion ouverte T^^^ ^ Afoo,oo identifie et P^. 

Soit C{P^;R) I'espace des fonctions continues sur P^ a valeurs dans une 
algebre p-adique R. On peut reperer une telle pointe comme un couple constitue 
d'une (i?, n)-pointe c et d'un element o de (o (g) Z^)^ . Pour tout / G V(c, n; R), le 
g-developpement en unc pointe non ramifiee (c, a) est bien defini: c'est revaluation 
sur la variete de Tatec(^) munie de la rigidification 

o [a] : Grn O 0"^ ^ Taitedq), t ^ MMit)) 

Ces fleches de g-developpement induisent un homomorphisme d'algebres 

ev:V(c,n;i?)^C(P^'-;i?) 

Le noyau s'appcUo I'ospacc des formes modulaires p-adiques cuspidales. C'est un 
ideal de V(c, n; R) note V™"P(c, n; R) 

Par ce qui precede, V(c, n; R) contient pour chaque poids K>2t 

G4c,np°°;R) = \J G4c,np'';i?) 

r>0 

ainsi que 

G(c,n;i?) =0GJc,n;i?) 

K>0 

II est dc plus evident que les formes cuspidales classiques sont envoyees dans 
les formes p-adiques cuspidales. Hida a demontre 



Theoreme 9.11. Soit R une Wip-algebre plate et p-adiquement complete. Alors 

(i) G'="'^P(c,n;i?)[i] n V(c,n;i?) est dense dans V™''P(c, n; i?), 

(ii) De meme, pour tout k > 2t, G^"''p(c, np°°; i?) est dense dans V™'P(c,n;i?) 
sur les parties ordinaires. 

Le premier enonce est demontre dans [19], essentiellement pour toutes les 
varietes PEL (voir Tli.2.2 et Cor. 3. 4). Le second est demontre dans [17]. L'enonce 
analogue sans limitation aux parties cuspidales n'est pas etabli mais il est conjec- 
ture. 
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Formes modulaires de Hilbert de poids demi-entier p-adiques. Nous al- 
iens donner une definition purement algebro-geometrique des formes modulaires de 
Hilbert p-adiques de poids dcmi-cntier. L'avantage de ce point dc vuc est qu'il evite 
de recourir a la multiplication par une serie theta de poids t/2 pour passer du poids 
demi-entier au poids entier pour etablir les proprietes arithmetiques des formes 
de poids demi-entier. Dc cctte maniere, on pcut etablir directement differents 
resultats obtenus par Hida dans [16] Sect. 2, h.l-h5. Nous reviendrons sur ce point 
dans un travail ulterieur. 

Soit p premier, premier avcc 2N(cc)n). Pour chaquc couple {m,n) d'entiers, 
m,n > 1, on a defini le (o/p"o)^-torseur Tm,n fini etale sur M^'^. 

On considere le Tm,n-schema, donne par 

T+„ = IsomT^_„(OT^_„,0*O£/^) 

c'est un Gm-torseur sur Tm,n- 

Chaquc schema T,^ „ est gcomctriqucmcnt conncxc par irrcductibilitc dc la 
tour d'Igusa. Soit Vj^^^ I'anneau des fonction sur T+„. II est muni d'une action 
de Gm- La partie de y,+ „ sur laquelle Gm agit trivialement n'est autre que Vm,n- 
Considcrons ccUc ou Gm agit par mi : y i-^ y. Notons-la VDm.n- On a unc action 
naturelle de Vm,n sur VDm,n induite par la multiplication dans V^„. Pour toute 
algebre p-adiquement complete R, on definit le module des formes modulaires 
f)-adiques de Hilbert a coefficients dans R comme 

Ve(c, n; i?) = I lim hm VDm,n ) ®R 

\ m n / 

C'est naturellement un V(c, n; i?)-module. 

On a un morphisme naturel T+ fDT+ defini par pull-back a de Too,oo — * 
DJl. II fournit un morphisme 

jd:GD{c,n;R)^YB{c,n;R) 

compatible avec les actions des formes modulaires de poids entier classiques resp. 
p-adiques pour I'homomorphisme 

j :G{c,n;R)^W{c,n;R) 

En particulier, pour tout poids demi-entier k = t/2 + A, si Ton pose 

VB«(c, n; R) = V+(c, n; = YB{c, n; R)[X-^] 

on a 

jd :GD, icn; i?)^V«(c,n; R) 

On a une notion de g-developpement aux pointes non-ramifiees. Considerons 
d'abord les pointes non-ramifiees standards (donnees par la rigidification canonique 
des VAHB de Tate). Observons que pour toute (i?, n)-pointe C de M, et tout 
cr e S'^, le pull-back du fibre £ sur 25 a la VAHB de Tate Tatec(5) sur Sc,a est 
trivial. La base 1 fournit alors un morphisme de la completion p-adique de S'co- 



57 



vers T(+ qui fournit un homomorphismc d' algebras 

eve : VP(c, n; R) ^ R[[q^; ^eX+U {0}]]. 

On a un principe du g-developpement (consequence de I'irreductibilite geometrique 
de la tour des T'+„) qui afBrme I'injectivite de evc et meme son "universelle in- 
jectivite": si R c R' , si / est definie sur R' et si evc(/) est a coefficients dans R, 
alors / est definie sur R. 

La compatibilite de evc avec la fleche de g-developpement des formes de Hilbert 
dc poids dcmi-cnticr aritlimetiques entrainc rinjcctivitc dc j„ pour chaquc poids 
demi entier k et I'injectivite de jd sur toute algebre p-adique Zp-plate. En outre, 
ceci entraine que Fimage de V]D)(c, n; R) est fermee dans ^ e c+ U {0}]] muni 

dc la topologic dc la convergence coefficient par coefficient. La demonstration est 
la meme que pour les formes p-adiques de poids entier. 

On definit le module des formes cuspidales de poids demi-entier comme le noyau 
de I'application 

VB(c,n;J^)^C(P^^i?) 

donnee par / (t>j o\i pour chaque a e (o (g) Zp)^/o^, 0/(a) designe le terme 
constant du g-developpcmcnt 

/(TatCc ((?), ican, Acan, ^can, '/'can O [»], Scan)) 

Application: On pent definir des formes modulaires de Hilbert p-adiques de 
poids demi-entier en formant les qi-developpements de series theta et de series 
d'Eisenstein associccs a des caractcrcs p-adiques continus de conductcur divisant 
CoNp°°. Ces caracteres sont limites de caracteres algebriques qui definissent des 
formes de poids demi-entier arithmetiques. Ces series definissent done des elements 
de VD(c,n;i?), ou R est une algebre p-adiquement complete contenant les coeffi- 
cients des series finie et plate sur Zp. 
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